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Weit oberhalb der Laserschwelle eines Lasers gilt: Linienbreiteδω ∝ IntensitätI−1. Was ist der Proportionalitätsfaktor?

Die Linienbreiteδω = KΓ 2/2I ist abhängig von der ZerfallsrateΓ (z.B. Verlust wegen Transmission durch die Spiegel) der lasenden Mode.

Der numerische VorfaktorK > 1 heißtPetermannfaktor. Für einen traditionellen Laser istK = 1. Was istK für eine chaotische Laserkavität?

Streumatrixformalismus
Wieviel Strahlung wird vom System in Abhängigkeit von der
einfallenden Strahlung emittiert?

LinearesSystem, das durch einen Wellenleiter mitN Moden
an die Außenwelt angebunden ist⇒ vollständige Beschreibung
durch eineN × N -Matrix, dieStreumatrixS.

Beschreibung einer Kavität durch:
Hamiltonoperator dergeschlossenenKavität H 0

Öffnung beschrieben durchKopplungsmatrix W
Medium beschrieben durchVerstärkungsrate 1/τ a

Gesamter „kalter“ Hamiltonoperator:
H = H0− iπW W †

Zusammenhang zwischenS und Hamiltonoperator:
S(ω) = 1−2πiW †(ω − H − i/2τa)−1W

Austretende Lichtintensität:
I (ω) = 1

2π
tr
[
S†(ω)S(ω)−1

]

Zufallsmatrixtheorie
Position von Streuzentren und Unregelmäßigkeiten der Ränder
sind nicht kontrollierbar⇒ H0 ist zufällig (Genauer: Alle Ele-
mente vonH0 sind unabhängig voneinander Gauß-verteilt)

Zufälligkeit eingeschränkt abhängig vonZeitumkehrsymmetrie:
• erhalten (β = 1): H0 reell, symmetrisch
• gebrochen (β = 2): H0 komplex, selbstadjungiert

Aufgabenstellung:Aus der bekannten (und beinahe trivialen)
Verteilung vonH0 die Statistik vonK berechnen!

Chaotische Laserkavität
Kavität gefüllt mit einem stark streuenden,
ungeordneten verstärkenden Medium

Austreten der Strahlung durch einen
Wellenleiter, dessen BreiteN Moden
erlaubt

Kopplung zwischen Kavität und Wellenleiter

Unordnung im Medium⇒ chaotischeDynamik in der Kavität

UniversellesVerhalten, einzige Parameter sind:
Mittlerer Abstand der internen Moden: ∆

Transmissionswahrscheinlichkeit durch Öffnung:T

Petermannfaktor
In Nähe der Laserschwelle:
Laserschwelle↔ Pol desl-ten Eigenwertes vonH
l-ter Eigenwert vonH : �− iΓ/2
Matrix der Eigenwerte vonH : U

Nur der Beitrag derl-ten Mode ist relevant:

I (ω) = Γ 2

2π

(U†U )ll (U−1U−1†)ll

(ω −Ω)2 + 1
4(Γ −1/τa)2

Lorentzkurve mit Breiteδω = Γ −1/τa

Gesamte Intensität:

I = (U †U )ll (U−1U−1†)ll
Γ 2

Γ −1/τa

Auflösen vonδω = KΓ 2/2I ergibt

K = (U†U )ll (U−1U−1†)ll

Nichtorthogonalität der Eigenmoden

Wie gehen wir vor?
Wir berechnenP(K ) für gegebenesΓ .
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QualitativerUnterschied:
N = 1: KleineΓ häufig
N 	 1: MittlereΓ häufig

Das Medium ist verstärkend in einem FrequenzbereichL∆.
Lasende Mode ist Mode mit dem kleinstenΓ im Fenster.
⇒ VerteilungsfunktionPL(Γ )

Wir brauchenP(K ) nur für „vernünftige“ Werte vonΓ
(d.h PL (Γ ) nicht vernachlässigbar klein) zu bestimmen.

Ergebnisse und Ausblick
Abhängig von der AnzahlN der ausgekoppelten Moden:
Für N = 1: K ≈ 1, meistens vernachlässigbar
Für N 	 1: K ∝ √

N ⇒ wichtig bei breiter Öffnung

Chaotische Streuung⇒ starke Verbreiterung der Laserlinie

Lit.: M. Patra et al., Phys. Rev.A 61, 23810 (2000)
K. Frahm et al., Europhys. Lett.49, 48–54 (2000)
H. Schomerus et al., PhysicaA 278, 469–496 (2000)

Eine offene Mode
Übergang von schwach ausgekoppelter Kavität (T � 1) zur vollen Auskopplung (T = 1).

Kopplungsmatrix besteht aus Elementw: T = 4w(1+w)−2

Verteilungsfunktion für beliebige Mode: P(Γ ) ∝ Γ (2−β)/2exp

(
−βπΓ

4w∆

)

Verteilungsfunktion für lasende Mode: PL (Γ ) ∝ exp

(
−β

LπΓ

4w∆

)
Typischer Wert für lasende Mode: Γ ∼ w∆L −2/β � w∆

Wir brauchen nur kleineΓ zu betrachten!

Resummierung in Γ ⇒ mittlerer Petermannfaktor:
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Fürβ = 1: nichtanalytischeAbhängigkeit des Mittelwertes vonT
Fürβ = 2: analytischeAbhängigkeit des Mittelwertes vonT

Resummierung in Γ ⇒ Verteilungsfunktion von K :

SkalierterPetermannfaktorκ = (K −1)∆/Γ T , P(κ) berechenbar für beliebigesT ∈ [0;1].

Grenzfälle:P(κ) =




4βπ2β
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)
T = 1, β beliebig
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Mehrere offene Moden
Analytische Ergebnisse sind nur fürβ = 2 bekannt.

Verteilungsfunktion für beliebige Mode: P(Γ ) = π

∆
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Exponentiell unterdrückt unterhalb von:Γ 0 = N∆/2π

Typischer Wert für lasende Mode: Γ < Γ 0 aber|Γ −Γ0| � √
N�

Weder Beschränkung auf kleine noch auf großeΓ möglich!

Supersymmetrie ⇒ mittlerer Petermannfaktor:

N beliebig: 〈K 〉Ω,Γ = 1+ 2S(πΓ/∆)

F1(πΓ/∆)F2(πΓ/∆)
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N 	 1: 〈K 〉Ω,Γ = √

2N [F(u)+ u] + F(u)
[
(3− g)u + 4

3u3 + 4
3(1+ u2)F(u)

]
F(u) = exp(−u2)√

π
[
1+erf(u)

] u ≡
√

N
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Faustregelfür β = 1: doppeltesN
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