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Kapitel 1

Einleitung

Die hinter Halbleiter-Ubergittern stehende Idee
ist mittlerweile iiber 25 Jahre alt [Esa70]. Schon
kurz nachdem sie vorgeschlagen worden wa-
ren, konnten das Vorhandensein eines Bereiches
mit negativer differentieller Leitfihigkeit (nega-
tive differential conductivity = NDC) in der
Strom-Spannungs-Kennlinie [Kaz72] vorherge-
sagt und Unstetigkeiten bei Spannungsverande-
rung [Esa74] nachgewiesen werden. Nach Ver-
besserung der Wachstumstechnologie konnten
in jingerer Zeit rasch Fortschritte erzielt wer-
den, so der Nachweis, dafl die Kennlinie aus
einzelnen Asten besteht [Kas94]. Auch wurde
das fiir eine Modellierung notwendige Versténd-
nis der beteiligten Transportprozesse verbes-
sert [Kaw86, Cho87, Zha94, Kwo94, Kwo95a,
Kwo95b, Kea95, Mer95, Kla95].

Nach ersten Ansétzen zur Erklarung von Feld-
doménen [Lai93, Kor93] wurden Modelle ent-
wickelt, die Halbleitertibergitter auch dann be-
schreiben konnen, wenn keine Doménenstruk-
tur vorliegt. Diese Modelle basieren entwe-
der auf einfachen mikroskopischen Annahmen
iiber die beteiligten Transportvorgénge [Pre94a,
Pre94b] oder auf phénomenologischen Annah-
men [Kor93, Bon94, Mil94]. Seit kurzem wird
versucht, mikroskopische Modelle durch Hinzu-
fiigen phdnomenologischer Gréflen an den Stel-
len, wo mikroskopische Vorgénge und Parame-
ter nicht hinreichend genau bekannt sind, zu
verbessern [Pre95, Kas96].

Nachdem durch diese Modelle zuerst die
Ausbildung einer Aststruktur in der Strom-
Spannungs-Kennlinie erklart werden konnte,
wurden dann auch ungedampfte Oszillationen
gefunden [Pre94a, Bon95, Wac95a, Wac], die ex-
perimentell bestétigt werden konnten [Kas95b,
Gra95b).

Die weitere Entwicklung beschéaftigt sich zum
einen mit der Tatsache, dafl experimentell un-
tersuchte Ubergitter nicht so regelméafige Kenn-
linien aufweisen, wie sie von den oben angege-
benen Modellen beschrieben werden [Gra95a].
Durch Ergénzungen am PRENGELschen Modell
konnten bereits signifikante Verbesserungen er-
zielt werden [Sch94, Sch95b).

Die andere Richtung ist die Untersuchung der
verschiedenen Modelle mit Methoden der nicht-
linearen Dynamik. Fiir das relativ einfache Mo-
dell von BONILLA konnten zuerst Aussagen iiber
die Entstehung von Asten [Bon94], dann auch
iber die von Oszillationen [Wac] abgeleitet wer-
den. Untersuchungen dieser Art am mehr phy-
sikalisch ausgerichteten PRENGELschen Modell
begannen parallel dazu [Pat95, Sch96a].

In dieser Arbeit soll die Dynamik des PREN-
GELsche Modells untersucht werden, insbeson-
dere fiir nicht ,perfekte* Ubergitter. Sie steht
damit am Schnittpunkt zweier Disziplinen,
namlich der Halbleiterphysik und der nichtli-
nearen Dynamik. Dies muf} sich auch in ihrem
Aufbau bemerkbar machen. An den Anfang sind
deshalb zwei Kapitel gestellt, in denen die not-
wendigen Grundlagen der beiden Fachgebiete
kurz vorgestellt werden.

In diesem Zusammenhang sei ausdriicklich auf
den Index am Ende der Arbeit hingewiesen. Die
meisten Leser dieser Arbeit werden Vorkennt-
nisse auf mindestens einem der beteiligten Fach-
gebiete haben, so dafl das Studium des entspre-
chenden einfiihrenden Kapitels nicht notwendig
sein wird. Im Falle von Schwierigkeiten kann
durch den Index gezielt der entsprechende, den
Begriff erklarende Abschnitt gefunden werden.



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Auf der letzten Seite dieser Arbeit befindet sich die Legende fiir die in den Abbildungen verwende-
ten Symbole und Stricharten. Oftmals werden bei Abbildungen nicht die Daten fiir alle Parameter
(U, Np, a usw.) angegeben, da diese fiir das Verstdndnis der Dynamik héufig unwesentlich sind.
Selbstverstédndlich miissen, insbesondere fiir den Vergleich mit dem Experiment, diese Daten vor-
liegen. Aus diesem Grund befindet sich im Anhang H (Seite 133) eine tabellarische Ubersicht aller
Berechnungen mit ihren Parametern.

Neue Untersuchungen nach Beendigung dieser Diplomarbeit

Es gab im wesentlichen in zwei der in dieser Diplomarbeit dargestellten Ergebnisse Erweiterun-
gen/ Anderungen: Die analytische Herleitung der Auswirkungen von Dotierungsfluktuationen im Ab-
schnitt 5.1 konnte durch Verwendung neuer Ergebnisse aus [Wac] mathematisch schérfer formuliert
werden. Im Abschnitt 6.7 wurde dargelegt, dafl “links” eine superkritische Hopf-Bifurkation und
“rechts” eine Saddle-Loop-Bifurkation vorliegt. Tatséchlich ist die “rechte” Bifurkation eine Sattel-
Knoten-Bifurkation auf einem Grenzzyklus, wiahrend die linke Bifurkation in Wirklichkeit ein Gesamts-
zenario aus einer superkritischen Hopf-Bifurkation, einer Saddle-Loop-Bifurkation und einer Sattel-
Knoten-Bifurkation auf einem Grenzzyklus ist; diese drei Bifurkation liegen extrem dicht beieinander
und sind nur sehr schwer zu trennen.



Kapitel 2

Grundbegriffe der nichtlinearen

Dynamik

In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber die fiir das Versténdnis dieser Arbeit wichtigen Be-
griffe der ,Nichtlinearen Dynamik“ gegeben werden. Selbstverstandlich kann dieses nicht mit speziellen
Arbeiten iiber dieses Thema konkurrieren, so da8 fiir eine fundierte Einarbeitung auf andere Quellen
verwiesen werden muf. Es gibt eine Anzahl Biicher, die sich entweder allgemein mit den Grundlagen
der nichtlinearen Dynamik beschéftigen wie zum Beispiel [Abr83, Dra92] oder speziell auf Halbleiter
eingehen [Pei92, Sch87]. Fiir speziellere Bifurkationstypen sei neben dem Standardwerk [Guc83] auch

auf [Guc86] hingewiesen.

2.1 Allgemeines

Die Dynamik eines Systems wird im folgenden
immer durch eine gewohnliche Differentialglei-
chung
&= f(z)

beschrieben. Hierbei wird x meistens keine reel-
le Zahl, sondern ein Vektor sein. Ein Fizpunkt
ist ein Punkt, an dem f(z) = 0 gilt; befindet
sich ein System in einem Fixpunkt, so wird es
ihn (theoretisch) nie verlassen. Gilt dieses auch,
wenn kleine Stérungen auf das System einwir-
ken, so heifit der Fixpunkt stabil. Fiihren belie-
big kleine Storungen dazu, dafl sich das System
aus einer Umgebung des Fixpunktes herausbe-
wegt, so heiflt er instabil. Hinreichende Bedin-
gung fiir einen stabilen Fixpunkt ist, daf} die
Realteile aller Eigenwerte negativ sind. Ist min-
destens ein Realteil positiv, so ist der Fixpunkt
instabil. Besitzt ein instabiler Fixpunkt minde-
stens einen Eigenwert mit negativem Realteil,

2.2 Sattel-Knoten-Bifurkation

Die Sattel-Knoten-Bifurkation wird durch die
Gleichung

P=f@)  mit f@)=a?—p

so wird er auch als Sattelpunkt bezeichnet.

Durch die Differentialgleichung kénnen auch ge-
schlossene und damit periodische Trajektorien
beschrieben werden konnen. Diese werden als
Grenzzyklen bezeichnet, wenn in der N#he lie-
gende Trajektorien entweder auf den Grenzzy-
klus hingezogen oder aber von ihm weggedriickt
werden. Dies unterscheidet in von einer peri-
odischen Bewegung wie zum Beispiel der von
Planeten im Gravitationspotential der Sonne,
bei der (in einem bestimmten Intervall) fiir je-
den Wert von Energie und Drehimpuls eine ge-
schlossene Bahn existiert. Grenzzyklusoszilla-
tionen sind daher mit intrinsischen Werten fiir
Ostzillationsamplitude und Ostzillationsfrequenz
verbunden. Ahnlich wie Fixpunkte kénnen auch
Grenzzyklen stabil oder instabil sein. Die Unter-
scheidung erfolgt mittels der Floquet-Exponen-
ten [Par89, Dra92].

beschrieben. Als Losungen zo(p) der statio-
naren Gleichung & = 0 ergeben sich

2 () =vE wd a? (1) =~/



4 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER NICHTLINEAREN DYNAMIK

Die Losungen sind also auf das Parametergebiet
> o = 0, d. h. auf eine Seite des Bifurkations-
punktes ug, beschrankt. Die partielle Ableitung
von f lautet

97 2x.

af _ .
wegen %LEBI)(#) =2/ > 0 in-
stabil (wenn im folgenden gesagt wird, dafl ein
bestimmter Ast stabil oder instabil sei, so gilt
diese Aussage nicht fiir den Bifurkationspunkt

Damit ist xél)

2.3 Transkritische Bifurkation

Die transkritische Bifurkation wird zum Beispiel
mit der Gleichung

&= f(x) mit  f(z) = pr — 2
beschrieben.! Als Losungen xo(u) der statio-
naren Gleichung @ = 0 ergeben sich unmittelbar

w§ () =0 Vp und 2§ () = p,

die sich im Bifurkationspunkt bei pig = 0 schnei-
den. Die partielle Ableitung von f lautet
% =H—= 21.7

mithin ist also %uém(#) = p und %lrgz)(u) =
—u. Die Losung xél) ist also fir 4 < 0 sta-
bil und fiir g > 0 instabil, wahrend xéQ) ge-
nau das entgegengesetzte Verhalten zeigt: Die
beiden Losungen tauschen also im Bifurkations-
punkt ihre Stabilitatseigenschaften. Dies ist in
Abbildung 2.2(b) dargestellt.

Damit eine Bifurkation auch experimentell
(oder auch bei einer numerischen Berechnung?)
beobachtet werden kann, ist es notwendig, daf3

selber, hier also nicht fiir den Punkt g = pug)
und dementsprechend xéQ) stabil. Dieses ist in
Abbildung 2.1 dargestellt. Der Wechsel von sta-
bil zu instabil im Bifurkationspunkt, mithin al-
so von einem Sattel zu einem Knoten, fiihrt zu
der Bezeichnung Sattel-Knoten-Bifurkation, es
sind allerdings auch die geometrisch begriinde-
ten Bezeichnungen ,/ Turning point“ und ,,Fold“
sowie — primaér in der Singularitdtentheorie — ,li-
mit point“ gebrauchlich.

sie strukturell stabil ist3, d. h., da sie auch bei
einer von f leicht abweichenden Funktion f auf-
tritt — wenngleich bei einem etwas anderen Pa-
rameterwert fig.

Als ein Beispiel fiir eine leicht abweichende
Funktion wird f hier gewahlt zu

fw)=f(p) —e=pr—2° —e

Fiir € > 0 ergeben sich als stationare Losungen
To nun

LIy

Man erkennt unmittelbar, daf$§ fiir —2v/e < p <
24/€ keine stationdren Lésungen mehr existie-
rem.

Durch Substitution § — 2z — 2 und € — “TZ —
sieht man im Vergleich mit dem Abschnitt 2.2,
daf} zwei Sattel-Knoten-Bifurkationen in einem
Abstand 4/€ voneinander entstehen. Dieses ist

in Abbildung 2.2(c) dargestellt.

Der andere mogliche Fall ist € < 0. Dann erge-

'Eine andere Moglichkeit ist f(x) = 22 — u2. Diese besitzt eine hohere Symmetrie als die im Text verwendete Funktion,
auBlerdem sieht man der eben angegebenen Funktion sofort an, dafl sie aus der Entfaltung des Cuspoids z2, als 22 + b,
hervorgeht. Allerdings ist die graphische Darstellung (meiner Meinung nach) nicht so ibersichtlich.

2Jede Routine zur numerischen Erkennung eines bestimmten Bifurkationstyps besitzt einen gewissen ,,Fangbereich“. Nur
hierdurch ist es iberhaupt moglich, auch strukturell instabile Bifurkationen zu finden.

3Es wird an dieser Stelle nicht weiter darauf eingegangen, da durch Einbettung in einen héherdimensionalen Parame-
terraum strukturell instabile Bifurkationen strukturell stabil werden kénnen.

Abbildung 2.1: Sattel-Knoten-Bifurkation



2.4. KONJUGIERTE PUNKTE

ben sich als Losungen

/@ B

& 2 4

Fiir jedes p ist die Wurzel grofler als Null, es
gibt also zwei fiir alle p existierende Losungen,
die sich an keiner Stelle schneiden. Beachtet
man, dafl % = % = pu—2x = F2/-- ist,

so ergibt sich unmittelbar % < 0 und

3 |5Uf)1)(u)
%Ligz) w > 0. Auch die Stabilitatseigenschaf-

ten der beiden Losungen éndern sich durch die
(nicht mehr vorhandene) Bifurkation nicht. Dies

2.4 Konjugierte Punkte

Betrachtet wird die Gleichung
&= f(x) mit  f(z) = —2% — p2.

Die zugehorige stationére Gleichung & = 0 be-
sitzt nur eine einzige Losung, ndmlich o = 0
fiir o = 0 (siehe Abbildung 2.3(b)). Dies &ndert
sich, wenn statt f eine leicht gestorte Funktion

f(x)=f(x)+e=—a?—p?+¢

betrachtet wird. Als Losungen zo ergeben sich

dann
VO s fe

2.5 Isola-Bifurkation

Im Abschnitt 2.3 wurde gezeigt, wie die Storung
einer transkritischen Bifurkation dazu fiihrt,

ist in Abbildung 2.2(a) zu sehen.

Wie sich zeigen 148t, fithrt auch eine andere
Walhl fiir die Stérung nicht zu weiteren Bifurka-
tionsszenarien als in den drei in Abbildung 2.2
dargestellten. Die Variation eines einzigen Sto-
rungsparameters, hier mit € bezeichnet, ist also
ausreichend, d.h. die Kodimension der trans-
kritischen Bifurkation betrdgt 1. Damit ist die
transkritische Bifurkation die in dieser Hinsicht
einfachste Bifurkation?, und wirst deshalb hiu-
fig auch als ,,simple bifurcation* oder — falls kei-
ne Verwechslung moglich ist — auch nur als ,,bi-
furcation“ bezeichnet.

die fiir ¢ < 0 nicht und fiir € > 0 im Bereich
—ye < p < /e existieren. Die beiden Falle
sind in den Abbildungen 2.3(a) und 2.3(c) dar-
gestellt.

Die fiir € > 0 entstehende geschlossene Losungs-
kurve wird als ,,Insel“ oder ,Isola“ bezeichnet,
die bei Verdnderung von € bei ¢ = 0 statt-
findende Bifurkation dementsprechend als ,,iso-
la center”. Eine andere Form der Storung fiihrt
zu keinen weiteren Bifurkationsszenarien, womit
auch ein konjugierter Punkt Kodimension 1 be-
sitzt.

daf3 sich (siehe Abbildungen 2.2(a) bis 2.2(c))

4Die Sattel-Knoten-Bifurkation wird in diesem Zusammenhang nicht als ,vollwertige® Bifurkation angesehen. Fiir viele
Autoren wie z. B. [I0o090] ist fiir einen singuldren Punkt neben % = 0 auch % = 0 erforderlich, so dafl es sich bei

einer Sattel-Knoten-Bifurkation nicht um einen singularen Punkt handelt. Weiterhin geht bei einer Vertauschung von
z und p der Bifurkationscharakter verloren. Es ist also ein gewichtiger Unterschied, ob eine Funktion f : R — R be-
trachtet wird, die zusétzlich von einem weiteren reellen Parameter abhéngt, oder eine Funktion f : R X R — R mit zwei

»gleichberechtigten“ Eingangen.

X x x
— 72— > i — I
(a) e<O (b)e=0 (c)e>0

Abbildung 2.2: Gestorte transkritische Bifurkation. Dargestellt sind die Losungen der Gleichung

px — x% — € = 0 fiir verschiedene e.
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(a) e<O (b) e=0 (c)e>0

Abbildung 2.3: Konjugierter Punkt. Dargestellt sind die Losungen der Gleichung 0 = —22 — p? + € fiir
verschiedene e.

>0 o

a) Typ I, vor dem Zusammenwachsen (b) Typ II, vor dem Zusammenwachsen
(¢) Typ I, nach dem Zusammenwachsen d) Typ II, nach dem Zusammenwachsen

Abbildung 2.4: Zusammenwachsen zweier getrennter Ldsungen in einer Isola-Bifurkation (horizontal:
Parameterachse). Vor dem Zusammenwachsen existiert eine durchgehende Ldsung und eine Isola, die dann
in die durchgehende Losung integriert wird. In den Abbildungen ist nicht gekennzeichnet, welche Zustande
stabil und welche instabil sind.



2.6. CUSP-PUNKT

die Verbindungen von Losungsésten verédndern
konnen. Wird nun der Storparameter € als ein
weiterer Kontrollparameter betrachtet, so er-
hilt man eine Bifurkationen, bei der fiir € < 0
die beiden Zustande mit x4 < 0 und die beiden
mit g > 0 verbunden sind (Abbildung 2.2(c)),
wéahrend es fiir € > 0 die beiden mit z > 0 und
die mit = < 0 sind (Abbildung 2.2(a)).

Im Abschnitt 2.4 wurde dargelegt, dafl es
geschlossene Losungskurven (,Isolas®) geben
kann, die bei Variation eines Parameters entste-
hen oder verschwinden kénnen. Durch eine ge-
storte transkritische Bifurkation ist es nun mog-
lich, daf} eine geschlossene Losungskurve sich
mit einer anderen Losungskurve verbindet bzw.
von ihr abspaltet. In Anlehnung an [Dra92] soll
dieses als Isola-Bifurkation bezeichnet werden?®,

2.6 Cusp-Punkt

Im Vorgriff auf den Abschnitt 2.6.4 soll in die-
sem Abschnitt die Gleichung inklusiv der Stor-
parameter an den Anfang gestellt werden. Um
alle moglichen Szenarien zu erhalten, sind zwei
Storparameter notwendig. Die entsprechende
Gleichung lautet dann:

= f(x) mit  f(z) = —2® + px — A

Der Cusp-Punkt liegt hierbei im Punkt
(x, 11, A) = (0,0,0). Die Gesamtheit der Losun-
gen der stationdren Gleichung & = 0 ist in Ab-
bildung 2.5 in Abhéngigkeit von A und p darge-
stellt.

Es sollen zunéchst eine Reihe von Sonderfallen
behandelt werden, um zu zeigen, welches Ver-

wobei sicherlich auch die Bezeichnung , Insel-Bi-
furkation“ sinnvoll ist.

Fiir eine solche Bifurkation sind nun verschiede-
ne zwei Falle moglich, die sich darin unterschei-
den, welche beiden der insgesamt vier an einer
transkritischen Bifurkation beteiligten Losungs-
dste zu einer Isola gehoren. Dementsprechend
unterscheiden sich diese beiden Félle darin, ob
bei der Isola-Bifurkation zwei Sattel-Knoten-
Bifurkationen entstehen oder aber verschwin-
den. Die beiden Falle sind in Abbildung 2.4
dargestellt. Beim Typ I existieren in der Nahe
des spéteren Isola-Bifurkationspunkt bereits vor
dem Zusammenwachsen zwei Sattel-Knoten-Bi-
furkationspunkte, wihrend diese beim Typ I im
Augenblick des Zusammenwachsens entstehen.

halten in der Néhe eines Cusp-Punktes méglich
ist. Wird A = 0 oder pu = 0 gesetzt, so erhalt
man Schnitte, die durch den Cusp-Punkt gehen.
Die bei diesen Schnitten erhaltenen Bifurkatio-
nen miissen simtliche strukturell instabil sein®,
da sich bei einer beliebigen Storung der Cusp-
Punkt im allgemeinen aus der Schnittebene her-
aus bewegt und sich dann das durch den Schnitt
bestimmte Bifurkationsszenario verandern muf.
Im ersten Fall, A = 0, enthélt man die Gleichung

0=g(x)
Diese besitzt die drei Losungen

)

mit  g(z) = —2° + pz

xél =0 Vu und xéQ)/(3)(u) =+,

5Strenggenommen wird in [Dra92] (auch) das Abspalten einer geschlossenen Losungskurve zusammen mit deren an-
schlieBendem Verschwinden als Isola-Bifurkation bezeichnet. Diese Sprachregelung wurde hier nicht ibernommen, da
a priori das eine nichts mit dem anderen zu tun hat. Ein Beispiel fiir eine Funktion, die dieses Verhalten zeigt, ist

f@) =322+ 308 —p—3 +e

SDurch Nebenbedingungen, die die erlaubten Stérungen erfiillen miissen, insbesondere Symmetrien des betrachteten Sy-
stems, konnen die im folgenden analytisch berechneten Bifurkationen durchaus beobachtet werden. Wird zum Beispiel
f(—=z) = —f(x) gefordert, muf} f also auch unter Storung eine ungerade Funktion bleiben, so ist gerade A # 0 verboten.

Cusp-Punkt

Sattel-
Knoten-

Bif. \

Sattel-
<«— Knoten-
Bif.

A

Abbildung 2.5: Cusp-Punkt. Dargestellt sind die Lésungen der Gleichung 0 = —2 + pux — X in Abhan-
gigkeit von A und p. Der Cusp-Punkt hat die Koordinaten (z, A, ) = (0,0,0).
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wobei die beiden letzteren nur fir 4 > 0 existie-
ren. Mit
dg

22— 32
Ox T

ergibt sich %| (2)/(3) = —2u < 0 und da-
T (k)

mit die Stabilitdt dieser beiden Losungen iiber-

all dort, wo sie existieren. Fiir die durchgehende

(

Lésung %1) ergibt sich %b(l = u, d. h., sie
0

) (1)
ist stabil fiir 4 < 0 und instabil fiir 4 > 0. Dieses
Verhalten ist in Abbildung 2.6(e) zusammenge-
faBft und wird als Pitchfork-Bifurkation bezeich-

net.

Der andere Sonderfall, u = 0, ergibt die Glei-
chung

0= h(z) mit  h(z) = —2® — A

Als eindeutige Losung ergibt sich unmittelbar
zo(\) = —A\/3, wobei diese Kurve an der Stel-
le A = 0 eine senkrechte Tangente besitzt. Ein
solcher Punkt, der kein Bifurkationspunkt ist?,
wird als Hysteresis-Punkt bezeichnet und ist in
Abbildung 2.6(b) dargestellt.

2.6.1 Gestorter Hysteresis-Punkt

Ist nun p fest, aber ungleich Null, so sind die
Losungen der Gleichung —22 + uz — A = 0 in
Abhéngigkeit von A zu bestimmen. Im folgen-
den ist es sinnvoller, umgekehrt vorzugehen und
statt dessen Ag(z) zu berechnen, wo unmittelbar

o(z) = —2® + px

abgelesen werden kann. Die gesuchte Losung
xo(A) ist genau dann eindeutig, wenn Mg(x)
(streng) monoton ist. Es ist

0o 9

0 _ 3

Ox T
Ao(x) ist also genau dann umkehrbar, wenn
1 < 0 ist. Weiterhin ist dann

05 _ %
or Oz

d. h., fir p < 0 ist die Losung fiir alle A stabil
und streng monoton fallend. Dies ist in Abbil-
dung 2.6(a) dargestellt. Ist dagegen p > 0, so
ist Ao(z) fir —/E < 2 < /& streng mono-
ton steigend, wiahrend es aulerhalb dieses Berei-
ches streng monoton fallend ist. Dies bedeutet,

=322+ <0,

"Er ist kein Bifurkationspunkt, da sich die Anzahl der Losungskurven in einer Umgebung von ihm nicht veréndert.

Weiterhin ist er auch kein singulédrer Punkt, da % # 0 ist.

x x x
™~~~
\ \
A A by
\
(a) p<o0 (b)p=0 (c)pu>0
x x x
-------- H Rl Teeee o

(d)A<0

(e) A=0

N

/

() >0

Abbildung 2.6: Schnitte durch einen Cusp-Punkt. Dargestellt sind die Losungen der Gleichung 0 =
—x + px — A, wobei in den Teilbildern jeweils einer der beiden Parameter 11 und A auf einem konstanten

Wert gehalten wurde.
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daf} in einem gewissen Bereich fiir A drei Losun-
gen existieren, wahrend auflerhalb nur jeweils
eine Losung existiert. Der mittlere Ast, fir den

% > (0 war, ist instabil, wahrend die beiden

anderen Aste dementsprechend stabil sind. Die
Verbindung des instabilen Astes mit den beiden
stabilen erfolgt durch Sattel-Knoten-Bifurkatio-
nen. Dies ist in Abbildung 2.6(c) dargestellt.

2.6.2 Gestorte Pitchfork-Bifurkation

Ist dagegen X fest, aber ungleich Null, so sind
die Lésungen von —x2 4 uz = A in Abhéngigkeit
von g zu bestimmen. Betrachtet man wieder die
Umkehrfunktion po(z), so ergibt sich

A+ 28

po(z) = ——.

Hieraus sieht man unmittelbar, daf es fiir endli-
ches p keine Losung mit g = 0 geben kann, son-
dern vielmehr xg = 0 eine Polstelle mit Vorzei-
chenwechsel ist. Damit muf} die Losung xo(p) in

(1) (2)
0 0

mindestens zwei Aste z}" (1) und z” zerfallen,

fir die xél)(u) > 0 bzw. xéQ)(u) < 0 gilt. Vom
Vorzeichen von A héngt es ab, ob lim, o po(z) =
+oo (fiir A > 0) oder limg o po(x) = —oo (fiir
A < 0) gelten mufl. Weiterhin gilt

lirf po(z) =400 und  lim po(z) = —o0
unabhéngig von A. Weiterhin besitzt po(x) ge-
nau ein Extremum, das wegen

%_23&3—/\
dxr a2

fiir A > 0 bei einem =z > 0 liegen mufl und
umgekehrt. Hieraus folgt, daf} es zwei Losungs-
aste geben mufl: Einen durchgehenden, der fiir
A > 0 innerhalb des Gebietes x < 0 bleibt und
umgekehrt, sowie zwei Aste, die in einer Sattel-
Knoten-Bifurkation zusammenlaufen. Da wegen
% = —22 + p fiir hinreichend grofe = der Zu-
stand stabil sein muf, ist genau der mittlere Ast
instabil und die beiden &ufleren, insbesondere
also die durchgehende Losung, stabil. Dies ist
in Abbildung 2.6(d) bzw. 2.6(f) dargestellt.

Durch geeignete Stérungen koénnen aus der
Pitchfork-Bifurkation noch weitere Bifurkati-
onsszenarien erhalten werden. Hierauf wird kurz
im Abschnitt 2.6.4 eingegangen; ein mogliches
Szenario ist in Abbildung 2.8(a) dargestellt.

2.6.3 Cusp-Kurve

Oben ergab sich, dafl bei festen p > 0 die Lo-
sungskurve \o(z) = —3 + px lautete. Weiter-

hin gab es zwei Sattel-Knoten-Bifurkationen bei
x = i\/g. Setzt man diese beiden Gleichun-
gen ineinander ein, so enthalt man einen Zu-
sammenhang fiir die Werte von A und y, bei de-
nen Sattel-Knoten-Bifurkationen liegen. Es er-
gibt sich

27\ = 8.

Diese Kurve wird als Cusp-Kurve bezeichnet
und kann geometrisch als Projektion aller Bi-
furkationspunkte aus Abbildung 2.5 auf die A-p-
Ebene interpretiert werden.® Dargestellt ist sie
in Abbildung 2.7(a). Im Innern der Cusp-Kurve
besitzt die Gleichung & = 0 fiir jeden Wert der
beiden Parameter drei Losungen, auflerhalb von
ihr nur eine. Thre Ableitung betrigt

on_ 8,

ox 217 7

damit ist die Steigung im Ursprung, d. h. im
Cusp-Punkt, unendlich grof}, und die beiden
Aste fiir A < 0 bzw. A > 0 schneiden sich dort
nicht, sondern beriihren sich nur. Dies ergibt
eine etwas anschaulichere Erklarung fiir einen
Cusp-Punkt: In ihm laufen bei Verdnderung ei-
nes zweiten Parameters zwei Aste von Sattel-
Knoten-Bifurkationspunkten zusammen. Dieses
sieht man auch in Abbildung 2.6(c): Geht u
von oben gegen Null, so wird der Abstand der
Sattel-Knoten-Bifurkationen, die die Aste be-
grenzen, bis er schliellich fiir © = 0 ebenfalls
Null wird.

2.6.4 Kodimension

Neben den bei den berechneten Schnitten aus-
tretenden Bifurkationen konnen noch weitere
auftreten, wenn auf komplizierteren Wegen eine
Kurve in der A-u-Ebene durchlaufen wird (ver-
gleiche zum Beispiel [Gol85]). In der Ausgangs-
gleichung

&= f(x) mit  f(z) = —2 4 px — A

befanden sich zwei Parameter p und A, von de-
nen in den vorhergehenden Abschnitten immer
einer auf einem festen Wert gehalten wurde,
wahrend der andere variiert wurde. Der allge-
meine Ansatz ist dagegen die Parametrisierung
einer Kurve in der pu-A-Ebene durch einen Pa-
rameter 7:

= () und A= A7)

8Mit Ausnahme des Cusp-Punktes selber handelt es sich bei allen Punkten auf der Cusp-Kurve um Sattel-Knoten-

Bifurkationen.
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Die spezielle Wahl der Funktionen p(7) und
A(7) bestimmt das Bifurkationsszenario, das be-
obachtet werden kann, z. B. beschreibt p(7) = 7
und A(7) = 07 die Pitchfork-Bifurkation. Sind
nun zwei Funktionen p(7) und A(7) ausgewéhlt
worden, stellt sich die Frage, wie sich das Bifur-
kationsszenario dndert, wenn kleine Stérungen
p, und py hinzugefiigt werden, die von Storpa-
rametern aq, as usw. abhangen sollen. Zu be-
trachten sind dann die Funktionen

p(rian,ag,...) = p(1)+pu(ar,ao,...)
AMriar,a0,...) = A7) +palag, az,...).

Man fordert fiir die Storparameter «;, dafl
p(0,0,...) = 0 gelten soll.

Das Bifurkationsszenario, das sich fiir
(a1, g,...) # (0,0,...) ergibt, wird sich fast
immer von dem unterscheiden, das sich fiir
(1,00,...) = (0,0,...) ergibt. Diese Unter-
schiede werden hdufig unbedeutend sein: Der
Bifurkationspunkt ist etwas verschoben, die ver-
schiedenen Aste sind etwas linger oder kiirzer
usw. Die Unterschiede kénnen aber auch prin-
zipieller Natur sein, zum Beispiel findet eine
bestimmte Bifurkation unter Umstdnden gar
nicht mehr statt. Was genau ein prinzipieller
Unterschied ist, ist schwer zu definieren und
wird deshalb in der Literatur sehr unterschied-
lich gehandhabt. Eine genaue Definition ist fiir
die hier behandelten Probleme aber auch nicht
notwendig, da bei diesen die Antwort sofort an-
schaulich ist. Es soll aus diesem Grund nur ein
Beispiel gegeben werden: In Abbildung 2.6(d)
war eine Losungskurve fir p < 0 dargestellt.

Der genaue Wert flir p ist unwichtig, da bei
einer Veranderung von g — solange nicht die
A-Achse iiberquert wird — keine prinzipiellen
Veranderung geschehen. Prinzipielle Verander-
ungen geschehen aber, wenn p bis nach = 0
oder p > 0 verandert wird.

Mit diesen Vorbemerkungen ist es nun mog-
lich, den Begriff der Kodimension einzufiihren.
Hierzu kénnen zwei verschiedene Fragestellun-
gen dienen:

o Wieviele verschiedene Parameter a; miis-
sen die die Storung beschreibenden Funk-
tionen p, /5 (a1, az,...) mindestens besit-
zen, damit man in der Lage ist, alle durch
kleine Stérungen erreichbaren, sich prin-
zipiell unterscheidenden Bifurkationssze-
narien zu erreichen? Anders ausgedriickt:
Wann fiihrt das Betrachten weiterer Stor-
parameter nicht mehr zu einem prinzipi-
ell anderen Verhalten? Dies ist der ,ma-
thematische* Ansatz, der hier verwendet
wurde.

e Werden durch irgendeinen nicht néaher
bestimmbaren Einflul die Funktion A(7)
und u(7) verdndert, an wievielen (Stor-)
Parameter mufl man mindestens , herum-
drehen“ kénnen, damit in jedem Fall wie-
der das urspriingliche Verhalten beobach-
tet kann. Dies ist flir experimentellen Be-
obachtungen eine wichtige Frage.’

e Haufig wird als Definition der Kodimen-
sion auch direkt die Anzahl der Parame-
ter genommen, die variiert werden muf,

9Besitzt ein Modell nicht so viele (Stor-)Parameter (und fiihren nicht Besonderheiten wie Symmetrien des Systems zu
einer Verringerung der Kodimension), und ergibt sich aus dem Modellgleichungen ein Bifurkationsszenario mit einer
hoheren Kodimension, so ist es zumindest sehr zweifelhaft, ob dieses experimentell beobachtet werden kann. Ein solches

Modell muf} also sehr kritisch hinterfragt werden.

ANEA

(a) (b)

WA

(c) (d)

Abbildung 2.7: Cusp-Kurve und verschiedene Schnitte in der \-u-Ebene. Die den Schnitten entspre-
chenden Bifurkationsszenarien sind in Abbildung 2.8 dargestellt. (a) Cusp-Kurve. (b) Schnitt mit einem
Schnittpunkt. (c) Schnitt mit drei Schnittpunkten. (d) Schnitt durch Cusp-Punkt. Sofern der Schnitt nicht
exakt horizontal ist, vertikal ist oder durch den Cusp-Punkt geht, ist es nicht moglich, daB es genau zwei

Schnittpunkte gibt.
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um eine bestimmte Bifurkation zu erhal-
ten. Der Unterschied zur hier verwende-
ten Definition ist, dafl der Wegparameter
7 wegfillt. Dies macht sich allerdings nur
in den Féllen bemerkbar, die Kodimension
0 haben (Sattel-Knoten-Bifurkation und
Hopf-Bifurkation), da diese dann ebenfalls
Kodimension 1 haben. (Ohne mindestens
eine Grofle, die variiert wird, kann kein Bi-
furkationsszenario erhalten werden).

Die so definierte Mindestzahl der Stérparameter
heifit Kodimension.

Von den beiden in einem Cuspoid zweiten Gra-
des'® auftretenden Bifurkationen, ndmlich dem
Hysteresis-Punkt und der Pitchfork-Bifurkati-
on, wurden in den Abschnitten 2.6.1 und 2.6.2
mogliche Storungen behandelt, indem Schnit-
te durch das Cuspoid betrachtet wurden, die

2.7 Hopf-Bifurkation

Durch eine Hopf-Bifurkation zweigt sich von ei-
ner stationdren Losung ein Grenzzyklus ab. Die
Hopf-Bifurkation kann zum einen superkritisch
sein; von einem stabilen Fixpunkt zweigt sich in
diesem Fall ein stabiler Grenzzyklus ab, wih-
rend der Fixpunkt instabil wird. Im subkriti-
schen Fall zweigt sich von einem instabilen Fix-
punkt ein instabiler Grenzzyklus ab, wéhrend
der Fixpunkt stabil wird.

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten einer
Hopf-Bifurkation ist, dafl bei Verdnderung eines

0Das Cuspoid m-ten Grades ist gegeben durch z™t!

Am—22™ 2 + .. + a1z +ao.

11

nicht genau durch den Cusp-Punkt gingen. Im
Vergleich mit Tabelle 2.1 erkennt man, dafl der
gestorte Hysteresis-Punkt vollstandig behandelt
wurde, wahrend fiir die Pitchfork-Bifurkation
noch weitere Effekte zu erwarten sind.

Die verschiedenen Bifurkationen entsprachen
Pfade in Abbildung 2.7(a). Bisher wurden nur
Schnitte (=Geraden) betrachtet, die horizontal
oder vertikal waren. Fiir die vollstdndige Be-
schreibung der gestorten Pitchfork-Bifurkation
miissen auch ,schiefe“ Schnitte betrachtet wer-
den. Die drei Moglichkeiten sind in den Abbil-
dungen 2.7(b) bis 2.7(d) dargestellt. Die dazu-
gehorigen Bifurkationsszenarien sind in Abbil-
dung 2.8 zu sehen. Sie entstehen letztendlich
durch Zusammensetzen der Effekte, die bereits
in den Abschnitten 2.6.1 und 2.6.2 berechnet
wurden.

Parameters der Realteil eines Paares konjugiert
komplexer Eigenwerte sein Vorzeichen wechselt.
Fiir die Unterscheidung zwischen dem superkri-
tischen und dem subkritischen Fall miissen — ge-
nau wie zur Aufstellung hinreichender Bedin-
gungen — hohere Ableitungen betrachtet wer-
den [Khi92]. Wird auf die Betrachtung hohe-
rer Ableitungen verzichtet, so kénnen aus dem
Vorzeichenwechsel des Realteiles nur deutlich
schwichere Aussagen abgeleitet werden [Gol85].
Ausnahmen, d. h. Félle, in denen ein Vorzei-

, seine vollstandige Entfaltung lautet =™t + a,,_12™~1 4+

(a)

(c)

Abbildung 2.8: Schiefer Schnitt durch einen Cusp-Punkt. Dargestellt sind die Bifurkationsszenarien, die
den Schnitten aus Abbildung 2.7 entsprechen. (a) Das Szenario besitzt drei Sattel-Knoten-Bifurkationen, es
entspricht also dem Schnitt in Abbildung 2.7(c). Dieses Szenario kann auch durch geeignete Storung einer
Pitchfork-Bifurkation erhalten werden. (b) Das Szenario besitzt eine Sattel-Knoten-Bifurkation und einen
Hysteresis-Punkt, der zugehodrige Schnitt muB also durch den Cusp-Punkt gehen und die Cusp-Kurve ein
weiteres mal schneiden (Abbildung 2.7(d)). (c) Das Szenario besitzt nur eine Sattel-Knoten-Bifurkation, es

entspricht also dem Schnitt in Abbildung 2.7(b).
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Bifurkation f(z) Kodim. Unfolding
Sattel-Knoten 22+ 0 22+
Transkritische % — p? 1 22— 2+ oy
Konjugierter Pkt. 22 + u? 1 22+’ + oy
Hysteresis-Punkt 23 + 1 24+ +p
Pitchfork 3 4 ux 2 23 4 px + oy + aop

Tabelle 2.1: Ubersicht iiber alle hier behandelten elementaren Bifurkationen (nach [Gol85]).

chenwechsel des Realteiles ohne Abzweigung ei-
nes Grenzzyklus stattfindet, sind jedoch extrem
selten.

Besonderes Merkmal einer Hopf-Bifurkation
ist der quadratische Anstieg der Amplitude
des Grenzzyklus mit dem (Parameter-)Abstand
vom Bifurkationspunkt. Weiterhin ist die Fre-

quenz in der Nahe des Bifurkationspunktes
durch den Imaginérteil des betreffenden Eigen-
werts gegeben und wird damit durch die Hopf-
Bifurkation nicht beeinflufit. Da die Hopf-Bifur-
kation insbesondere auch auflerhalb der ,,Nicht-
linearen Dynamik® der am weitesten bekannte
Bifurkationstyp ist, soll hier auf weitere Erlau-
terungen verzichnet werden.

2.8 Instabile Mannigfaltigkeiten

Die Stabilitdt von Fixpunkten wird durch die
Eigenwerte der dynamischen Matrix am Fix-
punkt bestimmt. Zu jedem Eigenwert existiert
dementsprechend ein Eigenvektor!! und da-
mit auch eine Mode, deren Dynamik in Fix-
punktnéhe durch den Eigenwert bestimmt wird.
Die Mannigfaltigkeit zu einem Eigenvektor ist
die Trajektorie, die vom Fixpunkt in Richtung
des Eigenvektors startet (instabile Mannigfal-
tigkeit) bzw. in Richtung des Eigenvektors in
den Fixpunkt lauft (stabile ). Fiir eine formale

2.9 Homokliner Orbit

Gelangt eine Trajektorie, die sich entlang ei-
ner instabilen Mannigfaltigkeit aus einem Fix-
punkt heraus bewegt, wieder in den Fixpunkt
zuriick, so bildet diese Trajektorie einen homo-
klinen Orbit. Der beteiligte Fixpunkt muf§ da-

Definition siehe zum Beispiel [Par89]. Ein Bei-
spiel fiir einen Sattelpunkt zeigt Abbildung 2.9.

Liegt nicht ein rein reeller Eigenwert, sondern
ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte vor,
so ist es nicht moglich, von einzelnen Trajek-
torien zu sprechen. Vielmehr ergibt sich in die-
sem Fall eine Hyperebene. Eine sehr schone gra-
phisch umgesetzte Darstellung dieser Thematik,
wie auch der des folgenden Abschnittes, kann
in [Abr83] gefunden werden.

mit notwendigerweise ein Sattelpunkt sein, und
das System benétigt fiir einen eben beschrie-
benen ,,Umlauf* unendlich lange. In der Aus-
drucksweise des letzten Abschnitts miissen also
eine instabile und eine stabile Mannigfaltigkeit

111n Bifurkationspunkten muf nicht zu jedem Eigenwert auch ein Eigenvektor existieren, bei den ,,Standardbifurkationen®
ist dieses jedoch der Fall. Ein Gegenbeispiel ist der Takens-Bogdanov-Punkt.

Abbildung 2.9: Stabile (durchgezogen) und instabile Mannigfaltigkeiten (gestrichelt) eines Fixpunktes
(Sattelpunkt). Die Pfeile geben die Bewegungsrichtung entlang der Mannigfaltigkeit an. Die stabile Man-
nigfaltigkeit ist die einzige Trajektorie, die den Fixpunkt erreichen kann. Alle anderen, von denen beispielhaft
eine eingezeichnet ist, werden vorher abgelenkt. Das Verlassen des Fixpunktes wiederum kann nur entlang

der instabilen Mannigfaltigkeit erfolgen.
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Saddle-Loop Hopf

Sattel-Knoten

Sattel-Knoten

Abbildung 2.10: Lage der Bifurkationspunkte (,Phasendiagramm®) in der Umgebung eines Takens-
Bogdanov-Punktes. Kennzeichnend ist das Zusammenlaufen einer Kurve von Hopf-Bifurkationspunkten
mit zwei Kurven von Sattel-Knoten-Bifurkationspunkten. Die sich an der Hopf-Bifurkation abzweigenden
Grenzzyklen existieren nur in dem mit ,LC* bezeichneten Gebiet, da diese durch eine Saddle-Loop-Bifurka-

tion vernichtet werden.

iubereinstimmen oder sich zumindest schneiden.

Sind die beiden beteiligten Mannigfaltigkeiten
eindimensional (sind die beiden relevanten Ei-
genwerte also rein reell), so muff der homokline
Orbit strukturell instabil sein.'? Bereits klein-
ste Verdanderungen am System fithren dazu, dafl
sich die stabile und die instabile Mannigfaltig-

2.10 Saddle-Loop-Bifurkation

Der im Abschnitt 2.9 beschriebene homokline
Orbit besitzt bereits gewisse Eigenschaften ei-
nes Grenzzyklus, insbesondere kehrt er an sei-
nen Ausgangspunkt zuriick. Allerdings benétigt
er fiir eine Periode unendlich lange, so daf er in
gewisser Hinsicht als Grenzzyklus mit Frequenz
Null angesehen werden kann.'® Es ist daher vor-
stellbar, daf§ ein Grenzzyklus bei Verdanderung
eines Parameters sich derart verdndert, dafl er

2.11 Takens-Bogdanov-Punkt

Wird die Lage von Hopf-Bifurkationen in Ab-
héngigkeit von einem weiteren Parameter be-
stimmt, so gibt es fiir ein auf ein endliches
Gebiet (beziiglich der Parameter) beschranktes
System prinzipiell zwei Mdoglichkeiten: Entwe-
der liegen alle so bestimmten Hopf-Bifurkations-
punkte auf einer geschlossenen Kurve oder die
Kurve hat zwei Enden. Die wichtigste Bifurkati-
on, die eine Kurve aus Hopf-Bifurkationspunk-
ten beendet kann, ist ein Takens-Bogdanov-
Punkt.

In einem Takens-Bogdanov-Punkt lauft die
Hopf-Kurve gegen eine durchgehende Kurve aus

keit nicht mehr ,treffen“. Bei Beteiligung von
Hyperebenen ist es moglich, daf3 der entstehen-
de homokline Orbit strukturell stabil ist. Diese
Struktur ist einer der wichtigsten zur Entste-
hung von Chaos. Ein Beispiel ist der Rossler-At-
traktor, der in wahrscheinlich jedem Buch iiber
Chaos beschrieben wird.

mit einem homoklinen Orbit verschmilzt. Nach
diesem Vorgang ist der Grenzzyklus nicht mehr
existent, wiahrend kurz vorher die Frequenz des
Grenzzyklus immer kleiner wird. Dies dient nu-
merisch auch zur Bestimmung dieser Bifurkati-
on zusammen mit der Tatsache, dafi durch ei-
ne Saddle-Loop-Bifurkation die Amplitude des
Grenzzyklus nicht beeinflufit wird.

Sattel-Knoten-Bifurkationspunkten; im Beriihr-
punkt sind die Tangenten der beiden Kurven
parallel (siehe Abbildung 2.10). Am Takens-
Bogdanov-Punkt miissen die Eigenwertbedin-
gungen beider Bifurkationstypen erfiillt sein,
womit zwei Eigenwerte Null sein miissen. Zu-
satzliche Bedingung ist, dafl nur ein Eigenvek-
tor zum Eigenwert Null existiert. Ein Takens-
Bogdanov-Punkt kann daher gefunden werden,
indem entweder eine Kurve von Hopf-Bifurkati-
onspunkten oder eine von Sattel-Knoten-Bifur-
kationspunkten verfolgt wird.

12Diese Aussage gilt nur fiir kontinuierliche Systeme. Die selbe Begriffsbildung wird auch fiir Maps verwendet, insbesondere

fir Poincare-Maps bei Grenzzyklen.

13Man darf dieses Bild natiirlich nicht iiberstrapazieren. Ein Grenzzyklus unterscheidet sich von einer beliebigen periodi-
schen Trajektorie dadurch, dafl er ein Attraktor ist. Im allgemeinen ist ein homokliner Orbit kein Attraktor.

Die hierfiir notwendige Bifurkationsfunktion wechselt bei der Verfolgung entlang der Hopf-Bifurkationen ihr Vorzeichen
im Takens-Bogdanov-Punkt, wéhrend sie entlang der Sattel-Knoten-Bifurkationen nur eine Nullstelle ohne Vorzeichen-
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An der Hopf-Bifurkationskurve entstehen
Grenzzyklen, die jedoch nur auf ein bestimmtes
Gebiet beschrinkt sein miissen. Es mufl daher
eine weitere Bifurkationslinie geben, entlang de-
rer Saddle-Loop-Bifurkationen stattfinden miis-
sen [Guc83]. Bei einer Saddle-Loop-Bifurkation
handelt es sich um eine globale Bifurkationen,
wéhrend alle anderen bisher behandelten Bi-
furkationstypen — auch der Takens-Bogdanov-
Punkt — lokale Bifurkationen sind. Der Takens-

2.12 Zweigverfolgung

Betrachtet werden die Losungen der Gleichung
0= f(Xv )‘)

mit f: R* xR — R". Da f fiir die betrachteten
Werte von x und A identisch Null ist, gilt dies

auch fiir das DifferentiallS:
n

0=df, =S Ui qu gy o,
i1 8$i Aji 8/\

Dividiert man formal durch d A, so erhélt man:

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die
Variablen {%} Es besitzt genau dann eine
eindeutige Losung, wenn die Matrix A vollen
Rang besitzt. Dies ist gleichbedeutend damit,
daf keiner ihrer Eigenwerte Null ist. Die eindeu-
tige Losung fiihrt dann zu einer gewohnlichen

Differentialgleichung;:

L — Ci(xa )‘)

dA

Bogdanov-Punkt erzwingt damit das Vorhan-
densein einer globalen Bifurkation, obwohl er
selber nur eine lokale Bifurkation ist.

Auf weitere Eigenschaften des Takens-
Bogdanov-Punktes kann hier nicht eingegan-
gen werden. Es sei hierfiir, insbesondere auch
fiir die Frage der Verlingerung der Hopf-Bifur-
kation durch den Takens-Bogdanov-Punkt hin-
durch zu einer imaginiren Hopf-Bifurkation'®,
auf [Wer91, Roo87, Die90, Guc86| verwiesen.

Auf diese Weise kann die Lage von Fixpunkten
einer Funktion f in Abhéngigkeit von einem Pa-
rameter A dadurch verfolgt werden, daf eine ein-
fache Differentialgleichung aufintegriert wird.
Diese Integration ist von den Genauigkeitsan-
forderungen her sehr unkritisch, da durch die
fjberprﬁfullg des Betrags von f ein sicheres Kri-
terium fiir den Integrationsfehler vorliegt. Wird
dieser zu grof, so kann durch eine Nullstellenbe-
stimmung von f der Ausgangswert fiir die wei-
teren Integration verbessert werden.

Wie die obige kurze Herleitung gezeigt hat, ist
es einfach, die Positionen von Fixpunkten zu
verfolgen, solange keine Bifurkation auftritt.!”
Aufgabe einer Zweigverfolgung ist es jedoch
auch, durch Betrachtung der Vorzeichen geeig-
net gewéahlter Bifurkationsfunktionen das Auf-
treten von Bifurkationen entlang der berechne-
ten Fixpunkte zu erkennen und sich dort ab-
spaltende Aste von Fixpunkten zu finden. Die-
ses Thema muf} jedoch spezieller Literatur vor-
behalten bleiben [Khi90, Par89, Al190].

wechsel besitzt. Bei der Verfolgung von Sattel-Knoten-Bifurkationspunkten kann ein vorhandener Takens-Bogdanov-

Punkt nicht mit Sicherheit gefunden werden [Khi90].

15Eine ,reale“ Hopf-Bifurkation ist durch zwei rein imaginire Eigenwerte x und —z gekennzeichnet, eine ,imaginire’

dementsprechend durch zwei reelle Eigenwerte = und —z.
16Eine dhnliche Argumentation wird zum Beispiel auch in der klassischen Mechanik bei der Einfithrung von Zwangsbe-

dingungen nach d’Alembert benutzt.

3

"Die Hopf-Bifurkation ist in diesem Zusammenhang konzeptionell schwer zu fassen, da der sich abzweigende Grenzzyklus
nicht als Fixpunkt von f darstellbar ist. Alle Bifurkationen, die nur die Abzweigung von Fixpunkten behandeln, setzen

jedoch voraus, dafl mindestens ein Eigenwert Null ist.



Kapitel 3

Modell

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem vertikalen (Elektronen-)Transport in Halbleiteriibergittern und
baut auf anderen am Institut angefertigten Arbeiten auf. Das im folgenden vorgestellte Modell wurde
von F. PRENGEL entwickelt und in [Pre94a, Pre94b] dargestellt.

3.1 Einleitung

Halbleiteriibergitter sind Heterostrukturen aus
zwei verschiedenen Halbleitermaterialien, zum
Beispiel GaAs und AlAs. Auf einen Wafer wer-
den abwechselnd Schichten aus den beiden Ma-
terialien aufgewachsen (siehe Abbildung 3.1).
An beiden Ende sind Kontakte angebracht, die
aus technischen Griinden meist verschiedenar-
tig sind [Gra92, Sch96¢, Gra95a]. Die einzelnen
Schichten jedes Materials haben idealerweise die
gleiche Dicke, die fur die beiden Materialien je-
doch meistens verschieden gewahlt wird. Die
Wachstumsrichtung wird im folgenden meist als
z-Richtung bezeichnet.

Die beiden verwendeten Halbleitermaterialien,
hier also AlAs und GaAs, besitzen eine unter-
schiedliche Bandliicke. Dies fiihrt zu Diskonti-

nuitaten im Leitungs- und im Valenzband. Die
Verteilung des Bandliickensprungs auf Leitungs-
und Valenzband ist nicht ohne weiteres zu be-
rechnen, so dafl hierfiir zweckméfigerweise ex-
perimentelle Werte als Ausgangsdaten genom-
men werden. Im PRENGELschen Modell tragen
Locher wegen ihrer erheblich grofieren effekti-
ven Masse und ihrer im Vergleich zu den durch
die starke n-Dotierung vorhandenen Elektronen
kleinen Zahl nicht zum (Ladungs-)Transport
frei, weswegen im folgenden nur das Leitungs-
band betrachtet zu werden braucht. Es ergibt
sich dann eine Situation, wie sie in Abbil-
dung 3.2 skizziert ist:

AlAs besitzt ein um Vg hoheres Leitungsband-
niveau als GaAs. Fiir nicht zu hohe Elektro-

Kontakt

pd

— I

AlAs

GaAs

AlAs

GaAs

AlAs

GaAs

AlAs

Wafer

Abbildung 3.1: Prinzipieller Aufbau eines Halbleiteriibergitters. Er besteht aus zwei verschiedenen Halb-
leitermaterialien, hier AlAs und GaAs, die abwechselnd auf einen Wafer aufgewachsen werden. Die beiden
verschiedenen Schichten haben jeweils die gleiche Dichte (bzw. sollten sie haben).

15
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Abbildung 3.2: Leitungsbandverlauf in einem Halbleiteriibergitter. Das Leitungsband liegt in Al As hoher
als in GaAs, so daB in einem gewissen Energiebereich die Bewegung von Elektronen im AlAs nicht,
wohl aber im GaAs moglich ist. Die AlAs-Schichten wirken daher als Barrieren, wahrend in den GaAs-
~Quantentopfen” in z-Richtung gebundene Zustiande bei diskreten Energieniveaus existieren.

Vi,
i —2 1 —1

141 1+ 2

1 t+1

Abbildung 3.3: Nummerierung der Quantentopfe und Barrieren. Dies geschieht so, daB die Barriere ¢

zwischen den Quantentopfen ¢ — 1 und i liegt.

nenenergien ist daher keine freie Bewegung der
Elektronen in AlAs, wohl aber in GaAs mog-
lich. Die Elektronenwellenfunktion in den Al As-
Schichten (Breite b) fallt exponentiell ab, wes-
wegen diese als Barrieren bezeichnet werden.

In den GaAs-Schichten (Breite [) kénnen sich
die Elektronen quer zur Wachstumsrichtung frei
bewegen (,,quasi-freies zweidimensionales Elek-
tronengas®). Diese Bewegung ist fiir ein Modell,
das den vertikalen Transport beschreiben soll,
nicht weiter von Interesse.! In z-Richtung ist
die Bewegung dagegen durch die Barrieren auf
ein kleines Gebiet eingeschrankt, dafl wegen der
Form des Leitungsbandes als Quantentopf be-
zeichnet wird.

Stellt man sich vor, dafl die Barrieren unendlich
dick wéren, dann hiatte man in z-Richtung den
Fall von ,, Teilchen im endlich hohen Kasten®. In
z-Richtung sind also nur bestimmte Energien er-

laubt, die zu gebundenen Zustédnden fithren. Die
Anzahl dieser Niveaus hangt neben der Tiefe 1
des Topfes vor allem von dessen Breite ab. Bei
typischen Werte ergeben sich zwischen etwa 2
und 6 gebundene Zustdnde. Auch bei nur end-
lich dicken Barrieren ist der Transport durch die
Barrieren so stark behindert, dafl es immer noch
sinnvoll ist, von gebundenen Zustanden oder zu-
mindest von lokalisierten Elektronenwellenfunk-
tionen zu sprechen?.

Das betrachtete Ubergitter soll aus insgesamt N
Quantentopfen bestehen; diese werden mit Zah-
len von 1 bis N durchnumeriert. Die zwischen
den Quantentopfen liegenden Barrieren werden
nach folgender Vereinbarung durchgezahlt: Die
i-te Barriere liege zwischen den Quantentopfen
i — 1 und 7. Bei N Quantentopfen gibt es also
Barrieren mit den Nummern 1 bis N + 1, wenn
man auch die am Rand des Ubergitters liegen-
den Barrieren mitz&hlt (siehe Abbildung 3.3).

IDie hierfiir notwendig Aufspaltung des Hamilton-Operators des Systems in einen Teil in Longitudinalrichtung und ei-
nen in Transversalrichtung in strenggenommen nur dann erlaubt, wenn zwischen beiden keine Streuvorgange erlaubt
sind. Diese Bedingung ist selbstverstandlich nicht erfiillt. Es muf} jedoch pragmatisch vorgegangen werden, da auf diese

Aufteilung nicht verzichtet werden kann.

?Dies widerspricht auf den ersten Blick der Ausbildung von Minibédndern im ideal periodischen Ubergitter. Bei geeig-
neter Préparierung der Wellenfunktion dauert es jedoch im Vergleich zu typischen Streuzeiten sehr lange, bis sich die

Wellenfunktion iiber das gesamte I"Jbergitter ausgebreitet hat.
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3.2 ﬂ'bergangsraten

Wie im letzten Abschnitt bereits angesprochen,
ist es sinnvoll, von gebundenen Zusténden in
den Quantentépfen zu sprechen. Die Grundidee
des PRENGELschen Modells ist daher, daf sich
alle Elektronen in einem gebundenen Energieni-
veau eines Quantentopfs aufhalten. Transport-
effekte werden dann dadurch beschrieben, daf3
storungstheoretisch fjbergéinge von einem ge-
bundenen Zustand in einen anderen ausgerech-
net werden. Fiir die Beschreibung des Systems
ist es damit ausreichend, die Besetzungsdich-
te der einzelnen gebundenen Zustédnde anzuge-
ben?.

Im PRENGELschen Modell werden nur die bei-
den untersten Energieniveaus betrachtet,* da
hohere Energieniveaus nur schwach besetzt
sind, nur ein Energieniveau den notwendigen
Bereich negativer differentieller Leitungsfahig-
keit aber nicht liefern kann. Die Besetzungsdich-
te im untersten Energieniveau des i-ten Quan-

tentopfs wird mit nY) bezeichnet, die des oberen
der beiden betrachteten mit ng).

Durch eine von auflen an das Ubergitter ange-
legte Spannung U sowie durch Ladungstriger-
ansammlung in dessen Innern bilden sich tiber
die einzelnen Barrieren Feldstarken {F (i)} aus,
die dann zu Transport von einem Quanten-
topf zu einem anderen fiithren. Da sich in den
Barrieren keine freie Elektronen befinden, &n-
dert sich innerhalb einer Barriere die Feldstar-
ke nicht. Wegen der starken Streuung in do-
tierten Halbleitern braucht nur der Transport
zu benachbarten Quantentopfen betrachtet zu
werden. Die einzelnen Transportprozesse sind in
Abbildung 3.4 zusammengefafit.

Bei der Berechnung der Ubergangsraten wird
davon ausgegangen, dafl der Halbleiter nicht
entartet ist.® Damit kann die Ubergangsrate
als Produkt aus einem Ubergangskoefﬁzienten
mit der Besetzungsdichte des Ausgangszustands
geschrieben werden. Der Ubergangskoeffizient
darf, abgesehen von der Geometrie der Schich-
ten und anderen Materialkonstanten, nur von
der Feldstirke in der betreffenden Barriere ab-
héngen. Im folgenden Text wird der Ubergangs-
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koeffizient mit dem gleichen Symbol bezeich-
net wie der entsprechende Ubergangsprozeﬁ,
d.h., Rél) steht sowohl fiir den fjbergangsko—
effizienten wie auch fiir den Ubergangsprozef.
Die Transportprozesse Ry und Ry (also zwi-
schen ,gleichartigen® Energieniveaus) werden
durch Minibandleitung beschrieben, die Prozes-
se X und Y (,verschiedenartige* Energienive-

aus) durch resonantes Tunneln.

Wegen der angenommenen Nichtentartung wird
damit zum Beispiel der Transportprozef3 Ré”l)
in den Differentialgleichungen, die die Dynamik
der ngl) und {ng)} beschreiben, zu folgen-

den Termen fithren (analog fiir Ry):

A = . RO
héi-‘rl) _ ---+R§i+1)n§i)

Die i-Abhéngigkeit der Ubergangskoeffizienten
Réi) wird nur durch die unterschiedlichen Wer-
te der Feldstirken F(*) iiber die einzelnen Bar-
rieren bestimmt. Man kann daher Rg) =
Ry (F(i)) schreiben, wenn Ry (F') die Stérke der
Minibandleitung als Funktion der Feldstarke be-
schreibt.

Beriicksichtigt werden mufl nun noch, daff Mi-
nibandtransport immer in Feldrichtung erfolgt.
Die oben angegebene Formel gilt daher nur fiir
den Fall positiver Feldstarken, d.h., das Feld
ist nach ,rechts® gerichtet. Ist das Feld umge-
dreht, so muf der Ubergangskoeffizient statt mit
ng) jetzt mit né”l) multipliziert werden, da
die Ausgangs- und Zielniveaus vertauscht wur-
den. Weil es im Ubergitter keine Vorzugsrich-
tung gibt, diirfen sich bei einer Vorzeichenum-
kehr von F' die Koeffizienten Ry (F') nicht ver-
dndern. Fordert man aus Bequemlichkeitsgriin-
den, daf das Argument von Ry (F') immer posi-
tiv sein soll, so muf} in letzterem Fall also ein-
fach —F eingesetzt werden. Nach Einfithrung
der ©-Funktion, die fiir positives Argument 1
und ansonsten 0 ergibt, kann obiger Ausschnitt
der Ubergangsgleichungen also ,korrekter* ge-
schrieben werden als:

3Der gegenteilige Ansatz ist die Berechnung von Elektronenwellenfunktionen, die durch das gesamte Ubergitter gehen
(vergleiche zum Beispiel das Double Barrier Resonant Tunnelling Device). Es gibt zwei Griinde, warum dies hier nicht
sinnvoll bzw. notwendig ist: Zum einen betrachten wir nur schwachgekoppelte Ubergitter, d. h. Ubergitter mit breiten
Barrieren. Zum anderen fiihrt die starke Dotierung der hier untersuchten Ubergitter zu vielen Streuvorgéngen, die (auch
wenn Energieerhaltung gilt) die Phasenkorrelation zerstéren und damit die Ausbildung einer Wellenfunktion iiber das

gesamte Ubergitter verhindern.

4Wie in [Sch95b, Anhang F] ausgefithrt wird, gibt es gewisse Probleme bei der Erweiterung des Modells auf hohere
Energieniveaus: Bei hohen Spannungen kommt es zu negativen Stromen. Dies diirfte zum einen daran liegen, daf die
Naherungen des verwendeten Modells bei der Betrachtung hoherer Energieniveaus problematischer werden, zum anderen
enthélt es keinen Mechanismus, der einen mit der Spannung ansteigenden Untergrund liefert.

5Diese Voraussetzung ist nicht allzu gut erfiillt, wobei die Nichtentartung fiir das resonante Tunneln nicht vorausgesetzt
werden muf. Allerdings sind die Fehler, die diese Annahme verursacht, deutlich kleiner als die vieler anderer benutzter

Néherungen.
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néi—l) \

ngifl)

2
A(i)\x n{itD) ™~

i+1
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Abbildung 3.4: Fiir den Transport benutzte Ubergangskoeffizienten. Die Ubergangskoeffizienten Ry und
Ry fiir den Ubergang zwischen gleichartigen Energieniveaus benachbarter Quantentopfe werden mittels
Minibandleitung bestimmt [Ign91], wahrend fiir die Koeffizienten X und Y resonantes Tunneln betrachtet
wird. A schlieBlich wird als Konstante angenommen. Die Ubergangsraten ergeben sich wegen angenomme-
ner Nichtentartung direkt durch Multiplikation der entsprechenden Koeffizienten mit der Besetzungsdichte
des Ausgangsniveaus. In jeder Barriere gibt es zwei X- und zwei Y-Transportvorgange, der Ubersichtlichkeit
halber ist jedoch jeweils nur einer einer dieser vier Prozesse eingezeichnet.

i) = = By (FED) e (FOHD) 4 Ry (— D) nf e (—F )
Y = By (PO ) 0 (FOHD) — Ry (—F+D) e (—p (D)

Nun mufl noch der Transport zwischen ver- es den Transportprozef Xﬁ”l) (,r fir ,nach
schiedenartigen Energieniveaus behandelt wer- rechts*) von ngi) nach ngﬂ), Xl(iH) von ngiﬂ)

den. Dieser ist in der Abbildung mit X bzw.
mit Y bezeichnet. X entspricht hierbei einem
Transport von einem ersten Energieniveau in ein
zweites, wahrend Y fiir den umgekehrten Pro-
zef} steht. Transport durch resonantes Tunneln
erfolgt auch gegen die Feldrichtung; zuséatzlich
wird im hier beschriebenen Modell davon aus-
gegangen, daf3 dieser auch erlaubt ist, wenn der
Zielzustand energetisch hoher liegt als der Aus-
gangszustand®.

nach ng), Y, von ng) nach ngiﬂ) und Yl(iH)

von ngﬂ) nach ngi). Wie bereits bei der Mini-
bandleitung ist es auch hier ausreichend, zwei
Funktionen X (F') und Y (F') zu betrachten. Die
entsprechenden Koeffizienten fiir den Transport
nach ,rechts* und nach ,links“ unterscheiden
sich genau durch das Vorzeichen des Arguments,
das jetzt auch negativ sein darf. Es wird im fol-
genden die gleiche Definition wie in [Pre94a] ver-
o ) ) ) wendet, die insofern etwas asymmetrisch ist, als
Damit gibt es aIS(? durch jede Barriere vier Xgi) — X (F(")), aber Yl(i) —y (F(")) gesetzt
Transportkanéle mittels resonantem Tunnelns,
von denen aus Griinden der Ubersichtlichkeit
in Abbildung 3.4 nur einer pro Barriere einge-

wird. Beispielhaft seien jetzt die Terme aufge-
fithrt, die den Transport von oder nach ng) be-

zeichnet wurde. In der (i + 1)-ten Barriere gibt schreiben:
hgi_l) = ...4+Y (F(i)) ngi) X (F(i)> ngi_l)
ngz) I (F(i)) ngi) X (F(i)> ny—l) X (7F(i+1)) n§i+1) _y (7F(i+1)> ngi+1)

6Beides zusammen fiihrt dazu, da bei der Anwendung von resonantem Tunneln auf gleichartige Zustdnde auch bei
Anwesenheit eines Feldes kein gerichteter Transport erhalten wird — die Ubergangskoeffizienten in beiden Richtungen
waren die selben.
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n§i+1) - ..._X (7F(i+1)) ngi-i-l) Ly (7F(i+1)> ng‘+1)

Die Berechnung von Ry (F), Ra(F), X(F) und
Y (F), also der Feldstarkeabhéngigkeit und da-
mit der Physik der Ubergangskoeffizienten, fin-
det sich im Anhang G. Der Ubergangskoeffizient
A der der Intersubbandrelaxation entspricht,

(@)

() _ 1
TLl Tn2

wird einfach durch eine konstante Relaxations-
zeit 7 modelliert. Filigt man alle Teile zusam-
men, so erhdlt man als vollstdndige Gleichung
fiir die Elektronendynamik:

e (,F(z‘)> n) +Y (,F(i)) niD 4y (F(iJrl)) e (F(i+1)) n(+D)
“R, (F(i+1)) (e (F(i+1)> LR, (_F(i+1)> (D (_F(i+1)>

+Ry (F“)) n Ve (F“)) R (—F“)) n{Pe (—F“‘))

) 1
né@) _ 7_néz)

_y (F(i)) ) + X (F(i)) iV 4 x (,F(m)) (it _y (7F(i+1)) n(i+D)
“R, (F(i+1)) (e (F(i+1)> + Ry (7F(i+1)> Do (*F(i+1)>

R, (Fu)) Rl (Fu)) R, (_Fu)) Ve (_Fu))

In den folgenden Kapiteln werden die Elektro-
nendichten {ny)} und {ng)} haufig zu einem
einzigen Vektor n zusammengefafit und die obi-
gen Ratengleichungen formell als Multiplikation
von n mit einer Matrix f geschrieben:

n=f(n) n
f(n) ist von den Elektronendichten n nur iiber

die Poisson-Gleichung und die Feldstarken F ab-
héngig, so dafl man auch f(F) mit F = F(n)

3.3 Feldverteilung

Durch die Dotierung des Ubergitters stehen in
den Quantentopfen ortsfeste Donatoren und be-
wegliche Elektronen als Ladungstréger zur Ver-
fligung. Im verwendeten Modell wird angenom-
men, dafl die Dotierungsatome und die Elek-
tronen sich jeweils in der Mitte eines Quan-
tentopfs befinden;” es muf also nicht mit Vo-
lumenladungsdichten p, sondern mit Flachen-
ladungsdichten ¢ gerechnet werden, wobei die

schreiben kann. Die Abhéngigkeit von der an-
gelegten Spannung wurde hierbei unterdriickt.

Wenn die Auftrennung der Ubergangsraten in
ein Produkt aus Ubergangskoeffizienten und
Elektronendichten nicht notwendig ist, wird in
dieser Arbeit auch nur kurz n = f(n) mit einer
Funktion f : RV — RN geschrieben (im Ge-
gensatz zum letzten Absatz, wo f: RV — R2N
war).

Umrechnung unmittelbar durch o = Ip gegeben
ist. Durch diese speziellen Annahmen kann es
also nur in der Mitte eines Quantentopfs einen
Feldstarkesprung geben, wahrend die Feldstéarke
innerhalb einer Barriere immer konstant bleibt.

Die Feldstirken {F()} kénnen mittels der dis-
kreten Poisson-Gleichung berechnet werden:

e (F<i+1> - Fm) R

"Fiir die Dotierungsatome ist dieses auch experimentell meistens erfiillt, da hiufig nicht der gesamte Quantentopf beim
Aufwachsen dotiert wird, sondern nur ein kleiner Bereich in dessen Mitte (,,0-dotiert®) [Gra92]. Wird in dieser Arbeit die
Dotierung einer experimentell untersuchten Probe angegeben, so ist darunter immer die iiber den gesamten Quantentopf
gemittelte 3D-Dotierung zu verstehen. Fiir die Elektronen ist diese Naherung sicherlich nicht so gut, da Bandverbiegun-
gen, wie sie am Ubergang zweier verschiedener Materialien zu erwarten sind, so nicht beschrieben werden kénnen. Da
das betrachtete Ubergitter im Gegensatz etwa zu einem einzelnen p-n-Ubergang spiegelsymmetrisch ist, gibt es in einem
Ubergitter allerdings kein intrinsisches Potential zwischen den beiden Kontakten. Diese Naherung fiihrt allerdings auch
dazu, daB sich beim Anlegen einer Spannung das Fermi-Niveau nicht verdndert (aufler der expliziten Verschiebung mit

der angelegten Spannung).
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Die durch die Ladungstriger erzeugten Felder
fiihren zu einem inneren Potential, das gleich
der angelegten dufleren Spannung U sein muf®:

N+1
S FON+1-i)=U (3.1)
i=1

Die Ladungsdichte p; errechnet sich aus der Dif-
ferenz zwischen den Elektronen in einem Quan-
tentopf und den dort vorhandenen Dotierungs-

3.4 Stromdichte

Mit den bisher angegebenen Gleichungen ist
die Elektronendynamik vollstdndig beschrieben.
Fiir den Vergleich mit experimentellen Ergeb-
nissen ist jedoch nicht primar die Elektronen-
verteilung bzw. die Feldverteilung relevant, son-
dern der durch das Ubergitter flieBende Strom.
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atomen, also aus
pi = ngi) + néi) — Np

mit der Dotierungsdichte Np. Sie tritt nur in
dieser einzigen Gleichung auf, ist aber der fiir
das Verhalten des Systems wichtigste Parame-
ter. Dies zeigt, wie wichtig die durch Glei-
chung 3.1 gegebene globale Kopplung fiir das
Verhalten des Systems ist.

Im Rahmem eines eindimensionalen Modells
kann selbstverstandlich nur eine Aussage liber
die Stromdichte j gemacht werden. Wird zum
Beispiel die i-te Barriere betrachtet, so ergibt
sich fiir die Stromdichte j( {iber diese Barrie-
re:

%j(i) =+ [R (FO) Y+ Ry (FO) 0l V] 0 (FO)
— [’ (-FO) 0l + By (~FO) 0] © (~F©)

+[X (FO)nl ™ 4y (<FO) nf=] — [x (<FO) 0l 4 v (FO) )]

Die vier eckigen Klammern haben folgende Be-
deutung: Die ersten beiden beschreiben die Teil-
chenstromdichte auf Grund der Minibandlei-
tung. Bei positiver Feldstarke erfolgt der Trans-
port von ,links* nach ,,rechts“ und die Teilchen-
stromdichte wird positiv gezéhlt. Die beiden an-
deren Klammern beinhalten die Teilchenstrom-
dichte auf Grund resonanten Tunnelns. Teil-
chen, die von ,links“ nach ,rechts“ transpor-
tiert werden, werden positiv gezahlt, die in der

3.5 Felddomanen

Zum Abschluf} soll noch ein kurzer Ausblick auf
das prinzipielle Verhalten eines Ubergitters ge-
geben werden:

Es ist unmittelbar einsichtig, daf3 die Elektro-
nen aus einem bestimmten Energieniveau eines
Quantentopfs besonders gut in den Nachbar-
quantentopf gelangen konnen, wenn es bei der
gleichen Energie viele freie Zustédnde im Nach-
barquantentopf, d.h. ebenfalls ein Energieni-
veau, gibt. Dies ist zum einen bei sehr kleinen
Feldstarken der Fall, wo die Minibandleitung

falschen“ Richtung transportierten negativ.

Die Stromdichten diirfen iiber verschiedene Bar-
rieren durchaus unterschiedlich grofl sein, da
sich bei nichtstationdren Vorgéngen Ladungs-
trager in bestimmten Teilen ansammeln und da-
mit nicht durch das gesamte Ubergitter bewe-
gen konnen. Wird zusatzlich die Verschiebungs-
stromdichte beriicksichtigt, so ist auch in diesem
Fall die Gesamtstromdichte iiber alle Barrieren
gleich grofl [Wac93, Sch95a].

sehr stark ist, zum anderen bei der Resonanz-
feldstarke Fi.s, bei der das untere Energieni-
veau eines Quantentopfs auf der gleichen Hohe
liegt wie das obere im Nachbarquantentopf.

Umgangssprachlich ausgedriickt, kann man das
, Verhalten“ eines Ubergitters SO zusammen-
fassen, dal es einen Zustand erreichen ,will“
bei dem alle Ubergangsraten moglichst groB
sind. Die Folge davon soll mit Hilfe der Ab-
bildung 3.5 erlautert werden. Dargestellt sind
zwei mogliche Konfigurationen der Feldvertei-

8Die Frage, inwiefern auch iiber die Barrieren am Rand des Ubergitters summiert werden muf, ist nicht einfach zu
beantworten, fiir die Ergebnisse aber auch nicht weiter entscheidend. Wie auch im néchsten Abschnitt dargestellt wird,
ist die Frage der Randbedingungen noch weitgehend unverstanden, so dal das , Ergebnis“ die ,,Annahmen* rechtfertigt.
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(a) homogen

(b) Felddoméanen

Abbildung 3.5: Prinzipielle Feldverteilung im Ubergltter Die gesamte ,Hohendifferenz” ist durch die
angelegte Spannung bestimmt. Fiir den Abfall dieser Spannung liber dem Ubergltter gibt es zwei Mog-
lichkeiten: (a) Im homogenen Fall ist die Feldstarke im gesamten Ubergltter gleich. Resonante Ubergange
zwischen benachbarten Quantentopfen sind nicht moglich. (b) Bei der Bildung einer Felddomane herrscht
in einem Teil des Ubergitters eine Feldstarke, die resonante Ubergange zwischen verschiedenen Energieni-
veaus benachbarter Quantentopfe erlaubt, wahrend der Rest des Ubergitters praktisch feldfrei ist, so daB
dort resonante Ubergénge zwischen gleichartigen Energieniveaus moglich sind.

lung in einem Ubergitter. Die Verschiebung
des Leitungsbandes zwischen den beiden En-
den des Ubergitters ist durch die angelegte
Spannung vorgegeben und in beiden Teilbildern
gleich. In Abbildung 3.5(b) ist die Feldstér-
ke im gesamten Ubergitter konstant. Dies be-
dingt, daf es (im allgemeinen) keine Resonan-
zen von der im vorherigen Absatz beschriebe-
nen Form gibt. Bei der anderen Moglichkeit,
der in Abbildung 3.5(b) dargestellten Ausbil-

3.6 Randbedingungen

Bisher noch nicht behandelt wurde die Wahl
von geeigneten Randbedingungen. Bei vielen
Berechnungen von Halbleiterbauelementen ist
es sinnvoll, den Einfall einer ebenen Welle in
das Gebiet des eigentlichen Bauelements zu be-
trachtet. Dieses ist hier nicht moglich, da nicht
mit Wellenfunktionen, sondern mit Elektronen-
dichten gerechnet wird. Ben6tigt wird also eine
Vorschrift, wie die dynamischen Gleichungen fiir
den ersten und den N-ten Quantentopf abgeén-
dert werden miissen.

Die theoretische Beschreibung von Kontakten
ist hdufig komplizierter als die Beschreibung
des Bauelementes selber. Auch experimentell ist
die Kontaktierung mit deutlich mehr , Alchi-
mie“ verbunden als das Wachsen des eigentli-
chen Ubergitters. Aus diesem Grund wird gar
nicht versucht, eine direkte physikalische Be-
grindung fiir die Kontaktmodellierung zu ge-
ben. ,Gute Kontakte* sind also solche, bei de-
nen die Berechnungen ,verniinftige“ Ergebnisse
liefern. Dies geht selbstverstandlich nur, wenn
man bereits die Ergebnisse des nachsten Kapi-

dung einer Felddoméne?, herrscht in einem Teil
des Ubergitters ungefihr die Resonanzfeldstér-
ke Fi.s (Hochfelddoméne), wahrend des Rest
beinahe feldfrei ist (Niederfelddoméne). Im ho-
mogenen Fall ist die Feldstéarke proportional zur
angelegten Spannung, wihrend bei einer Feld-
doméne eine Verdnderung der Spannung pri-
mar zu einer Verschiebung der Doménengren-
ze und nicht zu einer signifikanten Veranderung
der Feldstédrken in den beiden Doménen fiihrt.

tels iiber die ungestorte Kennlinie als Vergleich
hat.

Die Modellierung der Kontakte soll wie folgt
geschehen: An beiden Réndern des Ubergitters
wird jeweils ein zusétzlicher Quantentopf ange-
fiigt (Index also 0 bzw. N+1). Die Ubergangsra-
ten tiber die erste bzw. (N + 1)-te Barriere wer-
den mittels der normalen Transportgleichungen
berechnet. Die Besetzungsdichten der Energie-
niveaus in den zusétzlichen ,virtuellen“ Quan-
tentopfen d&ndern sich jedoch nicht entsprechend
der Transportraten, sondern werden durch spe-
zielle Gleichungen bestimmt.

Es ist eine sinnvolle Annahme, dafl die Beset-
zungsdichten in den beiden virtuellen Quanten-
topfen nur von den Besetzungsdichten in den je-
weils angrenzenden ,,realen” Quantentopfen ab-
héngen sollen. In Ermangelung einer physikali-
schen Beschreibung wird angenommen, daf3 die-
ser Zusammenhang linear ist. Damit kann fiir
die Besetzungsdichten in den virtuellen Quan-
tentopfen geschrieben werden:

9 Auf die Frage, an welcher Seite des Ubergitters die Hochfelddomaine liegt, soll hier nicht eingegangen werden. Die hier

gemachte Argumentation gilt fiir beide Falle.
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Co = 3,0

Co = 0,5

(

Cy = 0,0

c1 = 0,0 c1 = 0,5

Abbildung 3.6: Kennlinien fiir verschiedene

c1 = 1,0

Randbedingungen bei

c1 = 1,5

einer Dotierung von

Np =3-10% cm=3. ¢; und ¢y sind im Text erklart. X-Achse: U [V], ein Teilstrich gleich 0,5 V;

y-Achse: j [kA/cm?], ein Teilstrich gleich 0,05 kA /cm?.



3.6. RANDBEDINGUNGEN

c2 =30

co =25

c2 =20

c2 =15

c2 =10

c2=0,5

c2 = 0,0

//////////////////////////////////////

//////////////////////////////////////

///////////////////////////////////////

WWW

///////////////////////////////////////

//WW////////////

////////////////////////////////////

f/////////////////////////////////////

-

/{//////////////////////////////////////

//////////////////////////////////////

1’////////////////////////////////

|

/////////////////////////////////////

c1 =00

Abbildung 3.7: Kennlinien

Np =6-107 cm=3. ¢;

c1 =05

fur verschiedene

y-Achse: j [kA/cm?], ein Teilstrich gleich 1 kA /cm?.

%//////////////////////////////////

{//////ﬂ/////////////////////////////

ca=10

Randbedingungen bei einer
und cg sind im Text erklart. X-Achse: U [V], ein Teilstrich gleich 0,5 V;

c1 =15

Dotierung

23

von



24

nl®

o0

:C1'n§1)+02'ND

:Cl'nél)JrCB'ND

Durch Veranderung der drei Konstanten ¢y, co
und ¢z konnen alle (bzgl. der beiden Kontak-
te symmetrischen!?) linearen Funktionen erhal-
ten werden. Die Konstante c3 darf mit folgender
Begriindung weggelassen werden: Die Elektro-
nen, die sich am Rand im oberen Energieniveau
befinden, werden sehr schnell (zeitlich und da-
mit auch oOrtlich, d.h., nachdem sie nur wenige
Quantentopfe weit gewandert sind) in das erste
Energieniveau relaxieren, so dafl man sie gleich
in das erste Energieniveau hétte packen kénnen.
Hat sich eine Hochfelddoméne ausgebildet, so
ist vor einem Transport aus dem zweiten Ener-
gieniveau ein vorheriger Relaxationsvorgang so-
gar zwingend.

Die Wahl einer geeigneten linearen Funktion ist
damit auf die Verdnderung der beiden Konstan-
ten ¢ und co reduziert. Es missen jetzt Simula-
tionen oder andere numerische Berechnungen'!
fiir verschiedene Wertepaare durchgefithrt wer-
den. Dies wurde fiir zwei verschiedene Dotierung
gemacht. In Abbildung 3.7 sind die Ergebnisse
fiir hohe Dotierungen, bei denen voll ausgeprag-
te Aste erwartet werden, dargestellt, wihrend
in Abbildung 3.6 die Dotierung im Bereich, in
dem Oszillationen auftreten, liegt. Die Oszilla-
tionen selber sind nicht eingezeichnet, wohl aber
der instabile Ast, um den herum die Oszillation
stattfindet.

Die Ergebnisse bei verschiedenen Wertepaaren
lassen sich in vier Gruppen einteilen: Bei zu
kleinen Werten fiir ¢; und ¢y kann sich iiber-
haupt kein stationdren Zustand ausbilden, da
alle Elektronen im Ubergitter mehr oder weni-
ger schnell iiber die Kontakte aus dem Uber-
gitter ,herauslaufen“. Deswegen konnte in den
Abbildungen fiir diese Wertepaare keine Grafik
eingezeichnet werden. Bei etwas grofieren Wer-
te kann sich zwar stationarer Zustand ausbilden,
die fiir eine Ausbildung einer Aststruktur not-
wendige Ladungstriageransammlung (die an ei-
nem Rand beginnen muf) ist jedoch nicht mog-
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ngNH) =cC1 ngN) +co- ND

néNH) =0 'néNH) +c3-Np

lich. Ansonsten gibt es noch einen weiteren Son-
derfall, ndmlich ¢; = 1 und ¢o = 0. Dieser wur-
de zum Beispiel in [Pre94a, Pre94b] als Rand-
bedingungen verwendet. Ein paar Bemerkungen
zu dieser speziellen Randbedingung erfolgen im
Kapitel 7.

Die Kurven fiir die meisten Wertepaare unter-
scheiden sich jedoch nur unwesentlich. Die Tat-
sache, daf§i manche bei hohen Spannungen ei-
nen zusétzlichen Ast zeigen, hat keine physikali-
sche Begriindung: Die dargestellten Kennlinien
werden bis zu einer maximalen Spannung von
4,5 V berechnet. Wenn dieser Ast erst bei einer
héheren Spannung beginnt, ist er in den Ab-
bildungen nicht zu sehen, auch wenn ein Teil
vom ihm bei einer Spannung unter 4,5 V liegt.
Welche Werte fiir ¢; und ¢s genau gewahlt wer-
den, ist ziemlich willkiirlich. Im folgenden wird
c1 = 0 und ¢y = 2 gewdhlt, wie dieses bereits
in [Pat95] geschah. Diese Wahl kann dadurch
motiviert werden, dafl ohmsche Kontakte, wie
sie zum Beispiel durch Ionenimplantation her-
gestellt werden, wegen ihrer hohen Dotierung
ein Ladungstragerreservoir darstellen.

Bei diesen beiden Randbedingungen handelt
es sich mathematisch um diskrete Versionen
von Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingun-
gen. Fiir einige Aspekte ist der mathematische
Charakter der Neumann-Randbedingung wich-
tig (zum Beispiel fiir die Existenz eines homo-
genen Feldzustandes). Die anderen Randbedin-
gungen koénnte man jedoch besser als ,feste“
Randbedingungen bezeichnen: Eine Wahl wie
c1 = 1 und ¢ = 2 fiihrt zu den prinzipiell
gleichen Ergebnissen wie ¢; = 0 und ¢ = 2,
obwohl erstere keine Dirichlet-Randbedingung
mehr darstellt.

In dieser Arbeit wurden beinahe ausschliellich
die ,festen“ Randbedingungen ¢; = 0 und ¢o =
2 verwendet. Bei Verwendung anderer Randbe-
dingungen wird darauf ausdriicklich hingewie-
sen.

10Man konnte auf die Idee kommen, an den beiden Réndern verschiedene Randbedingungen zu verwenden. Dies wiirde
auch dem Experiment entsprechen, bei dem die beiden Kontakten meist vollig verschieden sind [Gra92, Sch96¢, Gra95al.
Eine solche Verkomplizierung ist jedoch iiberfliissig. Beim Anlegen einer Spannung ,flielen“ die Elektronen an einer Seite
in das Ubergitter hinein und an der anderen wieder heraus. Geht man davon aus, dafl Transportvorgénge in Riickwarts-
richtung nur von untergeordneter Bedeutung sind, so ist die gewéhlte Randbedingung an der ,,Abflulseite” wegen der

angenommenen Nichtentartung irrelevant.

HWenn in dieser Arbeit von Simulation die Rede ist, so ist damit immer ein ,,Computer-Experiment“ gemeint. Mit einer
Simulation kénnen also nur Effekte beobachtet werden, die zumindest prinzipiell auch im Experiment beobachtet werden
konnen. Als numerischen Berechnungen werden dagegen alle Verfahren bezeichnet, auch wenn sie zum Beispiel instabile

Zustande verfolgen.



Kapitel 4

Ungestortes ﬂbergitter

Die Kennlinie eines Halbleiteriibergitters unterscheidet sich deutlich von der Durchlaficharakteristik
einer einzelnen Barriere (wie zum Beispiel durch die v(F)-Kurve beschrieben). Ursache hierfiir ist die
Moglichkeiten, dafl es — wie im Abschnitt 3.5 bereits angesprochen — zur Ansammlung von Ladungs-
tragern in bestimmten Quantentdpfen und damit zur Ausbildung einer raumlichen Struktur kommt.
Damit die dazu notwendigen Elektronen zur Verfiigung stehen, muf} allerdings die Dotierungskonzen-
tration Np hinreichend hoch sein.

Bei hohen Dotierungen (einige 107 ¢cm™3) ergibt sich die ,typische Kennlinie“ (Abbildung 4.2 auf
Seite 27). Sie besteht bei einem Ubergitter mit N Quantentopfen aus ungefihr N Asten, die durch
instabile stationédre Zustinde verbunden sind. Der Ubergang zwischen dem stabilen und instabilen
Bereich geschieht durch Sattel-Knoten-Bifurkationen.

Kennlinien fiir andere Dotierungen sind in Abbildung 4.1 dargestellt. Auf die Beschreibung dieser
Kennlinien wird im Abschnitt 4.3 zuriickgekommen. Zuerst sollen jedoch die beiden selbstorgani-
sierten Strukturen behandelt werden, die in den Kennlinien bereits zu sehen sind: zum einen die
Ausbildung von Asten! bei starkdotierten Ubergittern, zum anderen ungedimpfte Oszillationen im
mittleren Dotierungsbereich.

4.1 Kennlinie mit ausgebildeter Aststruktur

Wie eben bereits gesagt, besteht die ,, Kennlinie® bereits im Abschnitt 2.2 geschehen ist.
eines Ubergitters aus ungefihr so vielen Asten,
wie das Ubergitter Quantentdpfe besitzt.? Die

stabilen und damit durch Simulation oder Ex-

Wegen der Umkehrung der ,,Spannungsrich-
tung“ in den Bifurkationspunkten zeigt die

periment erreichbaren Aste sind durch instabi-
le stationiire Zustinde (,instabile Aste“) ver-
bunden. Damit besteht die gesamte Kennlinie
aus einer einzigen Kurve. Beim Abfahren die-
ser Kurve fithren Sattel-Knoten-Bifurkationen
dazu, dafl Aste instabil bzw. wieder stabil wer-

Kennlinie Multistabilitat. Die Angabe der Span-
nung ist also nicht ausreichend, um den Zustand
zu beschreiben. Auch verandern sich die meisten
Groflen unstetig, wenn die Spannung monoton
verandert wird, da am Ende eines Astes dann
auf einen anderen gesprungen wird. Diese Pro-

den. Auf die Sattel-Knoten-Bifurkation als sol-
ches wird hier nicht weiter eingegangen, da dies

bleme kénnen dadurch gelost werden, dafl nicht
mit der Spannung, sondern einer Grofle wie der

1 Mit Aststruktur wird in dieser Arbeit das ,,Ségeblattmuster® in der Kennlinie bezeichnet. Dieses tritt nur bei hinreichend
hohen Dotierungen auf. Wird mit einer geringen Dotierung begonnen und diese dann erhoht, so bildet sich oberhalb
einer Grenze die Aststruktur aus. Diese Astbildung ist nicht in dem Sinne ein plotzlich einsetzender Prozef, dafi bei
Erhéhung von Np alle Aste gleichzeitig entstehen wiirden; wie spéater noch gezeigt wird, entstehen die bei verschiedenen
Spannungen liegenden Aste bei leicht unterschiedlichen Werten fiir Np.

Von der Astbildung zu unterscheiden ist die Ausbildung von Doméanen. Fiir letztere ist nur das Vorhandensein einer N-
férmigen Kennlinie notwendig (siehe zum Beispiel [Sch87, Sha92]), wihrend fiir eine Aststruktur zusétzlich die diskrete
Struktur des Ubergitters notwendig ist. Felddomé&nen sind eine notwendige Voraussetzung fiir die Ausbildung einer
Aststruktur; im streng mathematischen Sinne gibt es jedoch bereits fiir beliebig kleine Dotierungen eine Felddomaéne.
Astbildung setzt die Multistabilitdt von Felddoménen voraus, die hier dadurch erméglich wird, dafl Felddomé&nen nur
an diskreten Position liegen diirfen.

2Es stellt sich zum Beispiel die Frage, ob der ,grofile Ast bei hohen Spannungen mitzuzihlen ist. Er fithrt wie ein
ynormaler Ast“ zu einem Sprung in der Kennlinie, hat jedoch eine etwas andere Ursache als die anderen Aste.
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Abbildung 4.1: Kennlinien bei verschiedenen Dotierungen. Eine Kennlinie mit voll ausgeprigten Asten
(=hoherer Dotierung) ist in Abbildung 4.2 dargestellt.
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Abbildung 4.2: Durchgehende Kennlinie fiir hohe Dotierung
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Bogenlange parametrisiert wird. Dies wird im
folgenden mehrfach gemacht, so daf§ gleich hier
die hier verwendete Definition fiir die Bogenlan-
ge angegeben werden soll:

Wenn in dieser Arbeit von Bogenlidnge die Re-
de ist, so ist immer diejenige im j-U-Diagramm
gemeint, d.h. in der ,normale*“ Darstellung ei-
ner Kennlinie. Als Einheiten wurden kA/cm?
und V gewéhlt. Wenn man dies mit der Auf-
tragung in Abbildung 4.2 vergleicht, so erkennt
man, dafl die Abweichung der so definierten Bo-
genlange von der Kurve auf dem ,,Papier relativ
klein (ungefdhr ein Faktor 2) ist. Das einfache
,Ansehen“ der Kennlinie gibt also einen guten
Eindruck von der Bogenlidnge in den Berechnun-
gen. Oftmals wird nicht die gesamte Kennlinie
gezeichnet, sondern nur ein bestimmtes Span-
nungsintervall. In diesem Féllen ist die Uber-
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einstimmung noch besser.

Wie bereits seit langerem bekannt ist, ist bei
hinreichend hoher Dotierung die Feldverteilung
im Ubergitter nicht mehr homogen, sondern es
bilden sich Felddoménen aus (vergleiche Ab-
schnitt 3.5): In der Niederfelddoméne ist die
Feldstarke beinahe Null?, in der Hochfelddomi-
ne liegt die Feldstérke knapp unterhalb des Wer-
tes flir die 1-2-Resonanz [Pre94a], d. h. der Feld-
stirke, bei der das erste (=untere) Energieni-
veau eines Quantentopfes auf der selben Hohe
liegt wie das zweite (=obere) im Nachbartopf.

Die Feldverteilung ist in Abbildung 4.3(a) in
Bogenlangenparametrisierung aufgetragen. Die
gleichméafige Ausbreitung der Hochfelddoméne
ist sehr gut zu erkennen. Bei den zuséitzlich
vorhandenen UnregelméaBigkeiten, insbesonde-
re den ,Spitzen* der Elektronendichten (Ab-

3Sie liegt tatsichlich etwas dariiber. Thr Wert orientiert sich an dem des Maximums fiir den Minibandtransport.

Nummer des

0o d
Quantentopf

(a) Feldverteilung

Bogenléange 15
5 10 Nummer des

Quantentopf

(c) Feldstarkeverteilung (nur obere Bifurkations-
punkte)

Nummer des
Quantentopf

(b) Elektronendichten

Bogenléange
Nummer des
Quantentopf

(d) Elektronendichten (nur obere Bifurkations-
punkte)

Abbildung 4.3: Zustande entlang der Kennlinie. Dargestellt sind Feldstarke- und Elektronendichtever-
teilung entlang der Kennlinie aus Abbildung 4.2 in Bogenlangenparametrisierung. (a), (b) Die einzelnen
dargestellten Datenpunkte sind gleichmaBig tber die gesamte Bogenlange der Kennlinie verteilt. Da die
Lange eines Astes nicht ein ganzzahliges Vielfaches dieses Abstandes ist — dies ist auch nicht moglich,
da die Aste mit hoheren Spannungen langer werden —, entsprechen die dargestellten Daten verschiedenen
Positionen auf den Asten. Als Ergebnis kann man in beiden Abbildungen feine Strukturen erkennen, die
jedoch keinerlei physikalische Bedeutung haben. (c), (d) Diese Artefakte kdnnen vermieden werden, wenn
nur die Daten des jeweils oberen Sattel-Knoten-Bifurkationspunktes zur Auftragung verwendet werden.
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Abbildung 4.4: Veranderungen beim Erreichen eines neuen Astes. (@) Ausschnitt aus der Kennlinie in
Abbildung 4.2. Die beiden Sattel-Knoten-Bifurkationen sind mit den Buchstaben ,a" und ,b" gekennzeich-
net. (b) Feldstarkeverteilung entlang des in Teilbild a gezeichneten Abschnitts der Kennlinie. Die Position
der beiden Sattel-Knoten-Bifurkationen sind durch ,a" und ,b"* markiert. (c), (d) Desgleichen die Elektro-
nendichten. In beiden Teilbildern werden die selben Daten dargestellt, nur mit einer verschiedenen Ansicht.
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Abbildung 4.5: Instabile Mannigfaltigkeiten bei U = 3,8 V. Aufgetragen sind die Projektionen der
instabilen Mannigfaltigkeiten der instabilen Fixpunkte auf zwei verschiedene Koordinatenebenen.
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bildung 4.3(b)), handelt es sich um Artefakte
des Auftragungsverfahrens. Die einzelnen Da-
tenpunkte, die in der Abbildung eingezeichnet
wurde, sind (bezliglich der Bogenlinge) gleich-
méafig iiber die gesamte Kennlinie verteilt. Der
Abstand der Datenpunkte stimmt aber nicht
mit der Linge der Aste iiberein, kann es auch
nicht, da die Aste bei hoheren Spannung lan-
ger sind. Als Ergebnis nimmt man die Daten
von Punkten, die relativ zu dem Ast, auf dem
sie liegen, an einer anderen Position liegen. Dies
fiihrt dann zu kleinen Schwankungen der Feld-
starke und der Elektronendichten.

Will man trotzdem eine ,,schone* Grafik erhal-
ten, so mufl man Datenpunkte wéahlen, die re-
lativ zum Ast immer an der gleichen Stelle lie-
gen. Das einzige Problem ist, dafl man auf die-
se Weise nur N = 40 Datenpunkte erhalt und
von diesen ausgehend interpolieren mufl. Wel-
che Position auf dem Ast man wahlt, ist re-
lativ willkiirlich, hier wurde der obere Sattel-
Knoten-Bifurkationspunkt genommen. Die be-
treffenden Daten sind in den Abbildungen 4.3(c)
und 4.3(d) aufgetragen und erheblich gleichmé&-
Biger. Man kann insbesondere den Anstieg der
Feldstérke besser erkennen, sobald die Hochfeld-
doméne das gesamte Ubergitter ausfiillt.

Wie bereits beschrieben, mufl sich die Hoch-
felddoméne mit steigender Spannung ausdeh-
nen, damit weiterhin die durch die Feldstarke-
verteilung bestimmte innere Spannung mit der
angelegten &ufleren Spannung tlibereinstimmt.
Die damit verbundene Bewegung der Ladungs-
trageransammlung kann wegen der diskreten
Struktur des Ubergitters jedoch nicht gleichma-
Big geschehen: Die Bewegung der Ladungstrager
in den nachsten Quantentopf fithrt zum ,,Betre-
ten“ eines neuen Astes. Dies ist vergrofert in
Abbildung 4.4 zu sehen.

Die Abbildung zeigt den Ubergang von einem
Ast zum anderen. Die beiden beteiligten Sattel-
Knoten-Bifurkationen sind mit ,a“ bzw. ,b“
markiert. Zwischen diesen beiden Buchstaben
ist der Ast also instabil, auflerhalb davon sta-
bil. Diese beiden Markierungen befinden sich
auch an den anderen drei Abbildungen, um die
Bogenlangenachse etwas ,,anschaulicher® zu ma-
chen. Man erkennt folgendes: Die Feldprofile
sind im stabilen Bereich sehr scharf, die La-
dungstrigeransammlung ist in einem einzigen
Quantentopf lokalisiert. In der Mitte des insta-
bilen Bereichs verschmieren Feld- und Ladungs-
verteilung etwas.* Der Ubergang von einem Ast
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zum anderen ist am besten in den Teilabbildun-
gen 4.4(c) und 4.4(d) zu erkennen. Die Ladungs-
dichte im Ubergitter ist beziiglich des Ortes dis-
kret und nicht etwa kontinuierlich, wie dies die
Auftragung suggerieren kénnte. Die Verdnder-
ung der Ladungsdichte in einem Quantentopf
beim Ubergang von einem Ast zum anderen er-
halt man, wenn man eine der von vorn nach
hinten verlaufenden Linien verfolgt. In den Ab-
bildungen 4.4(c) und 4.4(d) sind die selben Da-
ten dargestellt, nur aus einem unterschiedlichen
Blickwinkel. Verfolgt man nun geeignete Linien,
so sieht man, wie die Ladungsdichte in einem
Quantentopf ab- und im benachbarten Quan-
tentopf zunimmt: Die Ladung hat sich also tat-
séchlich einen Quantentopf weiter geschoben.

Zwischen zwei stabilen Asten der Kennlinie
liegt genau ein instabiler Axt, was durch eine
,hormale“ Sattel-Knoten-Bifurkation verursacht
wird. Dies bedeutet, dafl auf dem instabilen Ast
genau ein Eigenwert instabil ist, d.h., es gibt
genau eine instabile Mode, auf der das System
vom instabilen Ast weglauft. Die Bewegung die-
ser Mode wird durch die instabile Mannigfaltig-
keit beschrieben. Fiir die Darstellung in Abbil-
dung 4.5 wurde eine relativ hohe Spannung von
U = 3,8 V gewahlt, da bei hoheren Spannungen
die Aste flacher werden und damit mehr stabile
Zusténde bei der gleichen Spannung existieren.

Aus der Abbildung kann nun entnommen wer-
den, dafl die instabilen Mannigfaltigkeiten der
instabilen Fixpunkte zu den beiden , benachbar-
ten® stabilen Fixpunkten fiihren. Das bedeutet
insbesondere, dafl jeder Startwert, der in der
,Umgebung der Kennlinie“ startet, auf einem
der stabilen Aste der Kennlinie ylanden® wird.
Die Lage der Fixpunkte und die Form der in-
stabilen Mannigfaltigkeiten in Abbildung 4.5(a)
mag auf den ersten Blick etwas seltsam erschei-
nen, ist es aber (natiirlich) nicht: Jeder Ast
entspricht einer bestimmten Position der An-
sammlung von Elektronen im Ubergitter. Wahlt
man fiir eine Darstellung nur (die Ebene aus)
zwei Koordinaten (greift also die Elektronen-
konzentrationen in zwei bestimmten Quanten-
topfen und Energieniveaus heraus), so wird man
,Ausschlige® nur fiir diejenigen Aste sehen, bei
denen die Ladungstriageransammlung gerade im
betreffenden Quantentopf ist. Alle anderen Aste
werden im Diagramm mehr oder weniger an
der gleichen Stelle liegen. Will man alle Fix-
punkte auf einer Geraden haben, so mufl man

4Wird in Bogenlingenparametrisierung ein Bifurkationspunkt durchlaufen, so sind trotzdem alle GréBen weiterhin stetig.
Die Feldverteilung am Bifurkationspunkt hat also kein besonderes Aussehen, genauso wie die stabilen und instabilen
in der Néahe eines Bifurkationspunktes gleich aussehen. Man kann einer Feldverteilung also unter Umstéanden (n&dmlich
wenn diese aus der Mitte des instabilen Bereich stammt) ansehen, daf} diese zu einem instabilen Zustand gehort. Man
kann sich aber bei einer Feldverteilung nie sicher sein, ob der zugehorige Zustand stabil ist.
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(b) Downsweep

Abbildung 4.6: Upsweep und Downsweep. Bei einer Simulation oder einer experimentellen Messung wird
von den verschiedenen multistabilen Zustanden bei gegebener Spannung immer nur einer erhalten. Welcher
dies ist, hangt von der ,Vorgeschichte* ab. Im Teilbild (a) ist das Ergebnis fiir eine monoton steigende, im
Teilbild (b) fiir eine monoton fallende Spannung U dargestellt.

zur Darstellung die Besetzungsdichten in Quan-
tentopfen wahlen, die weit von der Doménen-
grenze entfernt liegen. Dieses wurde in Abbil-
dung 4.5(b) getan. Nachteil dieses Verfahrens
ist, daf3 die Werte fiir die Elektronendichten in
diesen Quantentopfen keine so direkte physika-
lische Bedeutung wie die in Doméanenwandnéhe
mehr haben.

Die Tatsache, da8 die instabilen Mannigfaltig-
keiten immer zum ,benachbarten“ Ast fiihren,
ist physikalisch beinahe schon trivial: Die ein-
zelnen Aste unterscheiden sich genau durch die
Lénge der Hochfelddoméne und damit durch
die Position der Ladungstrageransammlung, die
diese hervorruft. Wenn sich das System von ei-
nem instabilen Ast zu einem stabilen Ast bewe-
gen wiirde, der ,,weit“ entfernt ist, miifite die La-

4.2 Oszillationen

Neben der Dbereits besprochenen Bildung
von Felddomanen kann sich eine weitere
selbstorganisierte Struktur ausbilden, nadmlich
Grenzzyklus-Ostzillationen. Eine typische Oszil-
lation ist in Abbildung 4.7(a) dargestellt. Es
handelt sich um harmonische Schwingungen im
Gigahertz-Bereich®, wobei das Fourierspektrum
in Abbildung 4.7(b) zeigt, dal die Oberwellen-
anteile nur sehr schwach ausgepragt sind.

dungstrageransammlung iiber mehrere Quan-
tentopfe transportiert werden und dabei auch
einen Zustand durchlaufen, der zum Nachbar-
ast gehort.

Das Springen auf den Nachbarast, wenn der Ast,
auf dem sich das System gerade befindet, zum
Beispiel durch eine Verianderung der angeleg-
ten Spannung instabil wird, sieht man auch in
der simulierten Kennlinie. Wie Abbildung 4.6
zeigt, wird bei einer monotonen Erhéhung (, Up-
sweep®, Teilbild 4.6(a)) bzw. monotonen Verrin-
gerung (,Downsweep“, Teilbild 4.6(b)) der an-
gelegten Spannung nur ein Teil jedes Astes er-
reicht. Wie auch unmittelbar einsichtig ist, liegt
die Stromdichte beim Upsweep iiber der beim
Downsweep.

Die Ostzillationen entstehen durch das Wandern
von Ladungstragern im Ubergitter. Dies kann
in der zeitlichen Veranderung der Feldverteilung
(Abbildung 4.7(c)), besser aber noch in der der
Ladungstriagerdichte in Abbildung 4.7(d) gese-
hen werden. Am ,vorderen* Ende des Uber-
gitters bildet sich eine kleine Ladungstrigeran-
sammlung, die dann durch das Ubergitter wan-

5Die schlechte Ubereinstimmung der durch Simulation erhaltenen Frequenzen mit den deutlich kleineren Werten, die in
Experimenten gemessen werden, muf als einer der grofiten Kritikpunkte des verwendeten Modells angesehen werden.
Im Gegensatz zu anderen Modellen wie zum Beispiel [Bon94] werden hier allerdings keine Systemparameter gezielt so
angepaft, daBl die Oszillationsfrequenzen in der gleichen Groflenordnung liegen.
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Abbildung 4.7: Typische Stromoszillation. (b) Aufgetragen ist der Betrag der komplexen Fourierampli-

tude.

dert. Von der Position der Ladungstrageran-
sammlung bis zum ,hinteren® Ende des Uber-
gitters wird dadurch das elektrische Feld grofier.
Sobald diese Ansammlung zu einer Feldstérke
fithrt, die im NDC-Bereich der v(F)-Kurve liegt,
konnen Elektronen schneller in das Ubergitter
und damit auch zur Position der Ladungstrager-
ansammlung flieflen, als sie von der Ladungstra-
geransammlung nach , hinten“ abflielen kénnen.
Als Ergebnis wird die Ladungstriageransamm-
lung immer grofler, wahrend sie sich durch das
Ubergitter bewegt. Sie 16st sich erst dann wie-
der auf, wenn die Feldstarke oberhalb des NDC-
Bereichs liegt.

Bei den ungeddmpften Oszillationen handelt
es sich um Grenzzyklus-Oszillationen. Abbil-
dung 4.8 zeigt beispielhaft die Projektion ei-
nes solchen Grenzzyklus auf eine willkiirlich her-
ausgegriffene von zwei Elektronendichtenachsen
aufgespannte Ebene. Neben dem Grenzzyklus
sind auch einige Trajektorien eingezeichnet. Die
Trajektorien, die ,auflerhalb® des interessanten
Gebietes starten, laufen relativ schnell auf den
Grenzzyklus zu. Es sind allerdings auch zwei an-
dere Trajektorien eingezeichnet: Fiir die mit ,,b*
bezeichnete wurde der instabile Fixpunkt in der

L,2Mitte* des Grenzzyklus als Startwert genom-
men, allerdings wurde der Anfang der Trajekto-
rie nicht eingezeichnet, da sie sich in der Nahe
des Fixpunktes nur langsam von ihm entfernt.
Diese Trajektorie verlduft also in der Ebene
(Zentrumsmanigfaltigkeit), in der (ndherungs-
weise) sowohl der Grenzzyklus als auch der Fix-
punkt liegen; dementsprechend ,schraubt® sie
sich langsam, aber gleichméflig, dem Grenzzy-
klus entgegen. Dagegen liegt der Startwert der
Trajektorie ,,b*“ aulerhalb der Ebene, aber un-
gefahr | iiber“ dem Fixpunkt. Sie wird deshalb
schnell in die Ebene gezogen, um sich danach
im Vergleich dazu relativ langsam dem Grenz-
zyklus anzunéhern.

Die Grenzzyklen entstehen durch eine superkri-
tische Hopf-Bifurkation. Erste Anzeichnen hier-
flir konnen bereits durch Simulation gewonnen
werden. Abbildung 4.9(a) zeigt die Entwicklung
der Schwingungsamplitude in der Nihe der Bi-
furkation. Die durch Simulation gewonnen Da-
ten sind durch Kreuze dargestellt, die durchzo-
gene Linie ist eine Wurzelfunktion, die per ,,Au-
genmaf}* an die ersten circa zehn Datenpunk-
te angepafit wurde. Die Amplitude steigt in der
Néihe des Bifurkationspunktes also in sehr guter
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Abbildung 4.8: Grenzzyklus um instabilen Fixpunkt. Die nicht gesondert bezeichneten Trajektorien star-
ten in der Nahe des Grenzzyklus und laufen auf diesen zu. Mit ,a" ist eine Trajektorie bezeichnet, die
auBerhalb der Ebene, in der der Grenzzyklus liegt, beginnt, wihrend ,b" eine Trajektorie ist, die urspriing-

lich im instabilen Fixpunkt gestartet wurde.

Néaherung wurzelférmig an. In Abbildung 4.9(b)
ist (durchgezogene Linie) zu sehen, daf sich die
Frequenz bei Veranderung der Spannung nur
schwach verdndert; insbesondere setzt die Os-
zillation mit endlicher Frequenz ein.

Das meistens verwendete Verfahren zur Erken-
nung einer Hopf-Bifurkation geht jedoch von ei-
ner Untersuchung der Eigenwerte der dynami-
schen Matrix aus. Abbildung 4.10 zeigt aus die-
sem Grund die Abhangigkeit des Realteils des
beziiglich des Realteils grofiten Eigenwertes von
den Parametern Spannung U und Dotierung

Np. Fiir geniigend hohe Dotierungen, bei denen
das System bereits Multistabilitat zeigt, wurde
der Zustand ausgewahlt, der durch einen Up-
sweep erreicht wird. Das Teilbild 4.10(c) zeigt
diese Daten fiir den gesamtem untersuchten Pa-
rameterbereich, wahrend in den beiden anderen
Teilbilder nur die Umgebung des Bereichs mit
Oszillationen dargestellt ist.

Man erkennt, dafl bei kleinen und mittleren
Dotierungen die Eigenwerte tendenziell kleiner
sind als bei hoheren Dotierungen, weswegen fiir
eine bessere Darstellung alle Eigenwerte, die
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Abbildung 4.9: Entwicklung von Frequenz und Amplitude in der Nahe der Hopf-Bifurkation. (a) Die
durch Simulation bestimmte Oszillationsamplitude ist durch kleine Kreuze (+) dargestellt. Zusatzlich ist
eine Wurzelfunktion eingezeichnet, die an die ersten rund 10 Punkte angepaBt ist. (b) Oszillationsfrequen-
zen sowohl durch Simulation bestimmt (durchgezogene Linie) als auch durch Division des Imaginarteils der

Eigenwerte durch 27 (gestrichelte Linie).

kleiner als —1 sind, abgeschnitten wurden. Die
»,Spitzen“, die bei hoheren Dotierungen zu se-
hen sind, gehdren zu Zustanden am Rande von
Asten. Diese werden — wie im vorherigen Ab-
schnitt behandelt — durch eine Sattel-Knoten-
Bifurkation instabil, so dafl am Rand des Astes
der Eigenwert Null werden muf3. Die Zustdnde
in der ,Mitte“ des Astes sind ,,so stabil“, daf
der betreffende Eigenwert bereits abgeschnitten
wurde. Das Gitter, iiber dem die Daten aufge-
tragen sind, ist allerdings bei weitem nicht fein
genug, um die einzelnen Aste auflésen zu kon-
nen. Als Ergebnis erhélt man an ,,zufélligen“ Po-
sitionen Spitzen, die als Sampling-Effekt einge-
stuft werden miussen.

In den beiden Teilbildern 4.10(a) und 4.10(b)
ist ein Ausschnitt der Parameterebene darge-
stellt, der den oszillationsfdhigen Bereich ent-
hélt. Im Teilbild 4.10(b) sind Konturlinien ein-
gezeichnet; die duflerste entspricht dem Eigen-
wert 0. Die prinzipiell gleichen Daten sind auch
im Teilbild 4.10(a) dargestellt, allerdings sind
alle Eigenwerte kleiner als Null, die also zu sta-
bilen Zustédnden gehoren, unterdriickt. Nimmt
man beide Teilbilder zusammen, so kann ge-
sagt werden, dafl sich der Realteil der Eigen-
werte als Funktion der Parameter sehr gleich-
méafBig andert, und dort, wo er grofler als Null
wird, zu Oszillationen fiihrt. Insbesondere Ab-
bildung 4.10(a) gibt zu folgendem Vergleich An-
la3: Das schon irgendwie schwingungsveranlagte
System ist wie ein Eisberg. Der grofite Teil liegt
unter Wasser und nur der kleine Teil, der iiber
Wasser liegt, kann deutlich (durch Oszillatio-
nen) wahrgenommen werden. Dieses Analogon

zeigt insbesondere, daf} sich bei Verédnderungen
am System (Fluktuationen usw.) der schwin-
gungsfahige Bereich nicht sprunghaft, sondern
gleichméBig verandern wird.

In Abbildung 4.11 ist der dazugehdrige Wert fiir
den Imaginarteil abgebildet. Dieser verandert
sich nur sehr leicht mit den Parametern, wie
es fiir eine Hopf-Bifurkationen auch zu erwar-
ten ist. In Abbildung 4.9(b) ist fiir einen Wert
der Dotierung sowohl die durch Simulation be-
stimmte Oszillationsfrequenz als auch die Fre-
quenz dargestellt, die sich ergibt, wenn man den
Imaginarteil des Eigenwertes durch 27 dividiert,
um von Winkelfrequenz in Oszillationsfrequenz
umzurechnen.

Daf} es sich um eine superkritische Hopf-Bifur-
kation handelt, kann auf drei Arten begriin-
det werden: Die Auftragung der Oszillations-
amplitude als Funktion des Abstands vom Bi-
furkationspunkt steigt wurzelférmig an (Abbil-
dung 4.9(a)). Ferner gibt keine Hysterese beim
Ubergang zwischen stationdrem und oszillatori-
schem Verhalten. Direktestes Verfahren ist die
Berechnung hoherer Koeflizienten in der Taylor-
Entwicklung der dynamischen Gleichung am Bi-
furkationspunkt [Khi92], was ebenfalls durch-
gefiithrt wurde. Beim Eintritt in das oszillati-
onsfahige Gebiet erfolgt immer eine superkri-
tische Hopf-Bifurkation, unabhéngig davon, an
welcher Stelle oder durch Verdnderung welchen
Parameters dies geschieht. Darauf wird gleich
noch einmal zuriickzukommen sein.

Unterteilt man die Dynamik des Systems nur in
oszillierend“ und ,,nichtoszillierend, so ist dies
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Abbildung 4.10: Realteil des groBten Eigenwertes in Abhangigkeit von Spannung U und Dotierung Np.
(a) Ausschnitt der Umgebung des Bereichs, in dem Oszillationen auftreten. Die duBerste Konturlinie steht
fiir den Wert 0, die innerste fiir den Wert 0,25. (b) Wie in (a), nur wurden Eigenwerte kleiner 0 abgeschnit-
ten. (c) Darstellung des gesamten untersuchten Parameterbereichs. Bei Multistabilitdt wurden die Daten
des beim Upsweep erreichten Zustands genommen. Eigenwerte kleiner als —1 wurden abgeschnitten.

174 18 2- 1016 Np [cmf

Abbildung 4.11: Imaginarteil des groBten Eigenwertes in Abhangigkeit von Dotierung und Spannung.
Es ist der gleiche Ausschnitt wie in Abbildung 4.10(a) und 4.10(b) dargestellt.
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(b) geddmpfte Oszillation

(c¢) ungedampfte Oszillation

Abbildung 4.12: Dynamik in der Nahe eines Fixpunktes. Es gibt drei prinzipiell verschiedene Verhal-
tensweisen, wenn der Startwert nicht zu weit vom Attraktor entfernt liegt. Die drei Teilbilder wurden bei
verschiedenen Dotierungen berechnet, weswegen die Stromdichten so skaliert werden muBten, daB sich
vergleichbare Graphen ergeben. (a) Die Entfernung zum Fixpunkt fallt exponentiell ab. (b) Der Fixpunkt
wird mit geddmpften Oszillationen angelaufen. (c) Das System endet nicht auf einem Fixpunkt, sondern

auf einem Grenzzyklus.

eine zu grobe Unterscheidung. Vielmehr ist es
sinnvoll, den ,,nichtoszillierenden* Fall dahinge-
hend zu unterscheiden, wie der stationdre Zu-
stand erreicht wird: Zum einen kann der statio-
nére Zustand durch eine gedampfte Oszillation
erreicht werden (Abbildung 4.12(b)), zum an-
deren kann sich das System direkt exponentiell
dem Fixpunkt anndhern (Abbildung 4.12(a)),
ohne iiberzuschwingen.® Der oszillierende Fall
ist in Abbildung 4.12(c) dargestellt.

Diese drei Félle sind durch bestimmte Konfigu-
rationen der Eigenwerte charakterisiert.” Diese
und die Ubergange zwischen ihnen sind in Ab-
bildung 4.13 als Prinzipskizze zu sehen. Oszilla-
tionen sind durch ein Paar konjugiert komplexer
Eigenwerte mit positivem Realteil gekennzeich-
net (rechter Teil der Abbildung), gedampfte Os-
zillationen durch ein Paar konjugiert komplexer
Eigenwerte mit negativem Realteil (Mitte). Die
Trennung zwischen beiden ist genau die Hopf-
Bifurkation, in der der Realteil sein Vorzeichen
wechselt. Im linken Teil der Abbildung ist die
Situation bei einer direkten exponentiellen An-
ndherung an den Fixpunkt dargestellt: Es gibt

statt eines Paars konjugiert komplexer Eigen-
werte zwei rein reelle Eigenwerte. Der Ubergang
zwischen diesem Verhalten und dem Auftreten
gedampfter Schwingungen findet an dem Punkt
statt, an dem die beiden Eigenwerte gleich sind.

Die Unterscheidung zwischen den Féllen aus
Abbildung 4.12(a) und 4.12(b) hat zwar kei-
ne Auswirkung auf die Kennlinie, ist fiir das
Verstandnis des Systems trotzdem wesentlich:
Im Bereich einer ausgebildeten Aststruktur mufl
der grofite Eigenwert rein reell sein, da an-
sonsten keine Sattel-Knoten-Bifurkation in der
Kennlinie beobachtet werden miissen. Auch zei-
gen die instabilen Mannigfaltigkeiten (Abbil-
dung 4.5) keinerlei Tendenz zu einer ,Drehbe-
wegung®“ bei der Annédherung an die stabilen
Fixpunkte®. Die Oszillationen andererseits sind
mit einem paar konjugiert komplexer Eigenwer-
te verbunden.

Auf diese Weise kann das Verhalten des Systems
in zwei Bereiche eingeteilt werden: einen ,ast-
dominierten® (exponentieller Abfall) und einen
yoszillationsdominierten® (geddmpfte oder un-
geddmpfte Oszillationen). Das System ist ,ast-

6Diese Unterteilung ergibt sich zum Beispiel auch beim gedimpften Oszillator. Der Fall gedampfter Oszillation bzw. des
exponentiellen Abfalls werden dort als “Schwingfall* bzw. ,Kriechfall* bezeichnet, die Grenze bildet der ,aperiodische

Grenzfall“.

"Es wird hierbei davon ausgegangen, daB die Oszillationen durch eine superkritische Hopf-Bifurkationen entstehen und

keine zusétzlichen Bifurkationen auftreten.

8 Abbildung 4.17 zeigt den Fall, wo der ,,obere“ der beiden stabilen Fixpunkte diese ,,Drehbewegung® zeigt. Man beachte
insbesondere die Krimmung innerhalb des Dreiecks — es handelt sich hierbei um keine numerischen Artefakte. Aller-
dings befindet sich in der Né&he eine Sattel-Knoten-Bifurkation, so dafl der Imaginérteil bereits relativ klein und die

Drehbewegung damit nicht allzu stark ausgeprégt ist.
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Abbildung 4.13: Prinzipieller Verlauf der Eigenwerte in der Nahe oszillatorischen Verhaltens. Der Realteil
ist durchgezogen eingezeichnet, der Imaginarteil gestrichelt. Im linken Bereich liegen zwei getrennte, rein
reelle Eigenwerte vor; der Fixpunkt wird direkt angelaufen. Im mittleren Bereich haben sich die beiden reel-
len Eigenwerte zu einem Paar konjugiert komplexer Eigenwerte vereinigt (es ist nur der positive Imaginarteil
eingezeichnet), die Dynamik ergibt geddmpfte Oszillationen. Im rechten Bereich sind in einer superkriti-
schen Hopf-Bifurkation die Realteile positiv geworden; es konnen ungedampfte Oszillationen beobachtet

werden.

dominiert“, falls der gréfite Eigenwert rein reell
ist, auch wenn die Dotierung noch etwas zu klein
ist, um die Ausbildung von Asten zu erlauben.
Analog ist das System ,oszillationsdominiert®,
wenn ein paar konjugiert komplexer Eigenwerte
vorliegt. Die Trennung zwischen den beiden Re-
gimen kann bestimmt werden, indem alle Punk-
te bestimmt werden, an denen die beiden grof3-
ten Eigenwerte gleich sind.

Dies fiithrt unmittelbar zu einer wichtigen Fol-
gerung: Solange keine komplexeren Bifurkatio-
nen auftreten, sind der Bereich der Astbildung
und der der Oszillationen getrennt. Diese Tren-
nung kénnte nur durch das gleichzeitige Auftre-
ten einer Sattel-Knoten-Bifurkation und einer
Hopf-Bifurkation, also eines Takens-Bogdanov-
Punktes, aufgehoben werden. Fiir das ungestor-
te Ubergitter liegt der generische Fall vor. Die
Orte der Hopf-Bifurkationen (gleichméBig gera-
sterte Linie) sowie der Punkte, an denen die

beiden grofiten Eigenwerte gleich sind (abwech-
selnd mit Strichen und Punkten gerasterte Li-
nie), sind in Abbildung 4.14 eingezeichnet.

Wie bereits festgestellt, sind alle auftretenden
Hopf-Bifurkationen vom superkritischen Typ.
Damit treten genau im Innern des von Hopf-
Bifurkationen umrandeten Gebietes Oszillatio-
nen auf. Um dieses Gebiet liegt das Gebiet mit
geddmpften Oszillationen. Bei kleinen Dotierun-
gen ist es wegen auftretender numerischer Pro-
bleme nicht mehr sinnvoll, letztere Kurve noch
weiter fortzusetzen.’

Zum Abschluf} sei noch auf die Abbildung 4.15
verwiesen. In ihr sind Frequenz und Amplitude
als Funktion von Spannung und Dotierung dar-
gestellt. Dort sieht man, dal Spannung und Do-
tierung in diesem Zusammenhang weitgehend
gleichberechtigt sind, und daf} die bisher gezeig-
ten Schnitte flir feste Dotierung repréasentativ
fiir das Gesamtverhalten sind.

9Eine zufillig gewihlte reelle Matrix mit geradzahlig vielen Elementen wird im allgemeinen keine rein reellen Eigenwerte
haben. Numerische Fehler, die in diesem Zusammenhang als Zufallsgrofie angesehen werden kénnen, haben also die Ten-
denz, aus zwei rein reellen Eigenwerten ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte mit einem relativ kleinen Imaginéarteil
zu machen. Solche Paare von konjugiert komplexen Eigenwerten beobachtet man allerdings bei kleinen Dotierungen.
In diesem Bereich miifite man also auf relativ zeitaufwendige Simulationen zuriickgreifen, bei denen sich zusétzlich das
Problem stellt, dafl die Dynamik nicht nur in der unmittelbaren Umgebung des Fixpunkts beriicksichtigt wird und es
kein ,hartes“ Kriterium fiir die Unterscheidung gibt. Da die Dynamik bei solch kleinen Dotierungen nur selten relevant
ist, wurde auf diese Berechnungen verzichtet.
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Abbildung 4.14: Lage der oszillationsfahigen Bereiche im Parameterraum. Der Ubergang zwischen ge-
dampften Oszillationen und exponentiellem Abfall zum Fixpunkt ist durch die abwechselnd gestrichelte und
gepunktete Linie markiert. Neben der Lage der Hopf-Bifurkation ist auch die der zu den Asten gehorenden
Sattel-Knoten-Bifurkationen eingezeichnet. Beim Auftreten von Asten ist zu beachten, daB dort fur den
gleichen Parameterwert mehrere Fixpunkte existieren und aus der Abbildung nicht direkt erkennbar ist, an
welchem dieser Fixpunkte der eben beschriebene Ubergang auftritt.

Amplitude [kA /cm?] Frequenz [Hz]
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0.6 15109
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Abbildung 4.15: Abhingigkeit der Schwingungsamplitude und Schwingungsfrequenz von Dotierung und
Spannung.
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Abbildung 4.16: Simulierte Kennlinie und dazugehorige Feldverteilung einer Kennlinie, bei der sich genau
ein Ast herausgebildet hat. Der sich ergebende Sprung wird durch den Ubergang von einer verwaschenen
Domanenstruktur zu einer homogenen Feldverteilung hervorgerufen.

4.3 Kennlinien bei verschiedenen Dotierungen

Jetzt kann auf die Kennlinien aus den Abbildun-
gen 4.1 und 4.2 (Seiten 26 bzw. 27) zuriickge-
kommen werden. Bei kleinen Dotierungen (Ab-
bildung 4.1(a)) ist die Form der Kennlinie durch
die der v(F)-Kurve gegeben; es sind nicht genii-
gend Ladungstrager fiir die Ausbildung raumli-
cher Strukturen vorhanden, so daf3 die Feldver-
teilung praktisch homogen ist (siehe auch néch-
ster Abschnitt).

Bereits bei einer Dotierung von Np =
10'6 cm~2 hat sich jedoch schon ein Ast her-
ausgebildet. Der hinter diesem Ast stehende
Mechanismus ist jedoch ein anderer als der
fir die N Aste bei hinreichend hoher Dotie-
rung!® verantwortliche. Abbildung 4.16(a) zeigt
noch einmal die entsprechende Kennlinie, al-
lerdings wurde aus Griinden der Ubersichtlich-
keit nur der Upsweep eingezeichnet. In Abbil-
dung 4.16(b) ist die dazugehérige Verdanderung
der Feldverteilung aufgetragen. Man erkennt,
daf} der Sprung vom oberen auf den unteren Ast
mit einer qualitativen Verdnderung der Feld-
verteilung verbunden ist: Bis zu einer gewissen
Spannung gibt es eine allerdings sehr stark ver-
waschene Doménenstruktur, wahrend nach dem
Sprung die Feldverteilung in etwa homogen ist.
Bei hoheren Dotierungen gibt es auch eine un-
mittelbar einsichtige physikalische Begriindung
fiir diesen Sprung: Sobald die Hochfelddomé-
ne das gesamte Ubergitter erfaBt hat, fithrt ei-

ne weitere Erhohung der angelegten Spannung
zu einer Erhohung der Feldstdrke im gesamten
Ubergitter. Damit wird die Resonanzfeldstér-
ke tiberschritten, was zu einem Absinken der
Stromdichte fithren mu$.

Dieser Ast unterscheidet sich noch in einer an-
deren Hinsicht von den bisher behandelten. Wie
Abbildung 4.17 zeigt, ist die Dynamik in der
Néihe des ,,oberen“ Fixpunktes von gedampften
Oszillationen bestimmt (siche vorheriger Ab-
schnitt). Die instabile Mannigfaltigkeit, die in
der Nahe des instabilen Fixpunktes die Ent-
weichrichtung und in der Nahe des Zielzustands
in etwa die Richtung der langsamsten Annéhe-
rung anzeigt,'! lauft nicht direkt auf den Fix-
punkt zu, sondern in Form einer Spirale. Das
kann besonders gut innerhalb des kleinen Drei-
ecks gesehen werden.

Abbildung 4.1(c) zeigt eine Kennlinie, bei der
die bereits beschriebenen Oszillationen auftre-
ten. In der Abbildung ist die wahrend der Oszil-
lation erreichte minimale und maximale Strom-
dichte markiert. Bei einer weiteren Erhohung
der Dotierung verschwinden die Oszillationen
wieder (Abbildung 4.1(d)).

Wird die Dotierung weiter erhoht, so beginnen
sich Aste auszubilden. Abbildung 4.1(e) zeigt
eine Kennlinie, bei der sich fiir héhere Span-
nungen bereits Aste gebildet haben, fiir kleine-
re Spannungen jedoch noch ein ,, Wellenmuster*

10Djeser ,,besondere” Ast ist auch bei héheren Dotierungen noch vorhanden. Es handelt sich um den besonders weit nach

unten gehenden Ast ganz rechts in der Kennlinie.

1 F{ir die Dynamik ist nicht die Richtung der schnellsten, sondern der langsamsten Anniherung relevant. Die schnellen
Freiheitsgrade passen sich adiabatisch an die Lage der langsameren an, so dafl nur letztere die beobachtbare Dynamik

bestimmen.
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Abbildung 4.18: Lage der Sattel-Knoten-Bifurkationen, die zu den Asten der Kennlinie bei hohen Do-
tierungen gehoren, im Parameterraum. Die Sattel-Knoten-Bifurkationen sind als durchgezogene Linien dar-
gestellt. Jeweils zwei Aste von ihnen laufen in einem Cusp-Punkt zusammen.

ohne Aste vorliegt. Zusitzlich haben sich ganz
links bereits die ersten beiden Aste gebildet.

Schon diese Form der Astbildung lait im Ver-
gleich mit dem Abschnitt 2.6 vermuten, daf sich
die Aste jeweils in einem Cusp-Punkt bilden.
Dies kann durch Auftragen der Parameterpaa-
re (Spannung U und Dotierung Np), an denen

4.4 Dotierungsabhangigkeit

In den beiden vorherigen Abschnitten wurden
exemplarisch flir bestimmte Werte der Dotie-
rung Np Kennlinien berechnet, d.h., bei fest-
gehaltenem Parameter Np wurde die Spannung
U variiert. Selbstversténdlich ist auch der um-
gekehrte Weg denkbar. Abbildung 4.19 zeigt die

eine Sattel-Knoten-Bifurkation liegt, unmittel-
bar bestétigt werden. Das Ergebnis ist in Ab-
bildung 4.18 dargestellt. Man sieht, daf sich die
einzelnen Aste nicht alle bei der gleichen Dotie-
rung bilden. Vielmehr liegen die Cusp-Punkte
— abgesehen von den beiden durch Randeffek-
ten beeinfluBten Asten bei kleinen Spannungen
— auf einer Geraden in der U-Np-Ebene.

,Kennlinie“ fiir festes U = 1 V. In erster Néhe-
rung skaliert die Stromdichte j linear mit der
Dotierung Np, so daB eine direkte Auftragung
von j nicht sinnvoll ist. Nur wenn statt dessen
j/Np betrachtet wird, sind sinnvolle Aussagen
iiber die Struktur der ,, Kennlinie“ moglich.
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Abbildung 4.19: Dotierungsabhangigkeit der Stromdichte. Da j in erster Naherung proportional zu Np
ist, wurde j/Np aufgetragen. Bei hoherer Dotierung gibt es wegen der bereits besprochenen Ausbildung
von Asten mehrere Zustande, deren Grundlagen im Abschnitt 2.6 behandelt worden sind.

In Abbildung 4.19 sieht man bei hohen Dotie-
rungen getrennte Aste. Bei diesen handelt es
sich um die ,Seitenansicht* der aus der nor-
malen Kennlinie bekannten Aste. Wie bereits
festgehalten, entstehen die Aste in einem Cusp-
Punkt, wie er bereits im Abschnitt 2.6 behan-
delt wurde. Abbildung 2.6 auf Seite 8 zeigte
verschiedene Schnitte in der Umgebung eines
Cusp-Punktes. Teilbild 2.6(c) zeigt (prinzipi-
ell) den Schnitt, der in der normalen Kennli-
nie bei hinreichend hohen Dotierungen gesehen
wird, wiahrend bei Dotierungsverédnderung und
fester Spannung die Situation der in den Teil-
bildern 2.6(d) bzw. 2.6(f) entspricht.

Weiterhin ist festzuhalten, dafl bei kleinen Do-
tierungen die skalierte Stromdichte deutlich gro-
Ber ist als bei groflen Dotierungen. Dies ist
darauf zuriickzufithren, dafl bei kleinen Dotie-
rungen Ladungstriageransammlungen — bezogen
auf die Dotierungsdichte Np — deutlich gro-
Ber sind. Bei hohen Dotierungen ist keine La-
dungstrageransammlung moglich, die mehr als
ca. 50% {iber der Dotierungsdichte liegt, da
sie bereits ausreicht, um einen Feldstarkesprung
von Null auf die Resonanzfeldstirke auszulo-
sen. Vergleicht man zum Beispiel die Teilbil-
der in Abbildung 4.1, so sieht man, daf} die
Kennlinie fiir die kleinste Dotierung (Abbil-
dung 4.1(a)) die relativ gréfiten Abweichun-
gen zwischen ,Berg® und ,,Tal“ hat. Dies wird
auch durch Abbildung 4.20 bestétigt, in der

die normierte Stromdichte j/Np als Funktion
von Spannung und Dotierung aufgetragen ist.
Bei kleinen Dotierungen bewegt sich ein ,,Berg*
von links nach rechts, wahrend die durch die
Aste der ,richtigen“ Kennlinie hervorgerufenen
Stromspriinge im Vergleich dazu kaum erkenn-
bar sind.

Abschlieflend soll noch die Abhéngigkeit der
Feldverteilung von der Dotierung diskutiert
werden. Diese ist in Abbildung 4.21 dargestellt.
Das Problem der Multistabilitdt bei hoheren
Dotierungen wurde hier so gelost, dafl die Daten
der durchgehenden Kurve in Abbildung 4.19 ge-
nommen werden; auch ist so gewéhrleistet, daf3
sich alle Feldstéirken stetig mit dem Parameter
Np andern.

Man kann in der Abbildung sehr gut erkennen,
wie mit steigender Dotierung das Feldprofil im-
mer steiler wird, d.h., wie die Trennung des
Ubergitters in eine Hochfeld- und eine Nieder-
felddoméane immer ausgeprégter wird. Bei klei-
nen Dotierungen ist diese Trennung praktisch
verschwunden. Dies macht sich daran bemerk-
bar, dafl die Feldstéarke in der ,,Niederfelddoméa-
ne“ dort ansteigt. Die Spannung, bei der die Ab-
bildung berechnet wurde, betrug 1 V, die Reso-
nanzfeldstirke wird im homogenen Fall bei et-
wa 4 V erreicht. Bei sehr kleinen Dotierungen
muf} die Feldverteilung also ungefdhr homogen
mit einer Feldstarke von einem Viertel der Re-
sonanzfeldstarke sein.
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Abbildung 4.20: Normierte Stromdichte j/Np in Abhdngigkeit von Spannung U und Dotierung Np.
Bei Multistabilitat wurde der Zustand dargestellt, der durch einen Upsweep erreicht wird.
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Abbildung 4.21: Feldverteilung in Abhangigkeit von der Dotierung. Es sind die Zustidnde entlang der

durchgehenden Kurve aus Abbildung 4.19 aufgetragen.

4.5 Lage der Bifurkationspunkte

In den ersten Abschnitten dieses Kapitels wur-
den exemplarisch einige Werte fiir die Dotie-
rungen Np herausgegriffen und fiir diese die
Spannung U variiert (,Kennlinie*). Im vorhe-
rigen Abschnitt wurde &hnliches durchgefiihrt,
wobei allerdings die Rolle von U und Np ver-
tauscht war. Ist man nicht an den exakten Wer-
ten flir die Stromdichte oder anderer Gréflen in-
teressiert, so ist es hinreichend, die Parameter-
werte (Spannung und Dotierung) aufzutragen,
an denen gewisse ,,Ereignisse”, in unserem Fall
also Bifurkationen, geschehen. In dieser Arbeit
wird diese Darstellungsweise meist nur kurz als
Phasendiagramm bezeichnet, auch wenn diese
Bezeichnung streng genommen nicht zutrifft, da
die verschiedenen Phasen selber nicht bezeich-
net sind, sondern nur die Ubergéinge zwischen
diesen.

Diese Auftragung wurde fiir die verschiedenen
Teilaspekte wie Ausbildung von Asten oder Os-
zillationen bereits in den entsprechenden Ab-
schnitten dieses Kapitels durchgefiihrt, so daf
an dieser Stelle nur noch zusammengefaflt wer-
den muf}, um das ,globale“ Verhalten eines un-
gestorten Ubergitters zu erkliren. Das vollstin-
dige ,,Phasendiagramm® ist in Abbildung 4.22
zu sehen.

Zuerst soll — da schneller abzuhandeln — auf die
Hopf-Bifurkationen eingegangen werden. Da al-
le Hopf-Bifurkationen vom superkritischen Typ
sind, gibt es im Innern des vom Hopf-Bifurkati-
onspunkten eingeschlossen Bereichs einen insta-
bilen Fixpunkt und einen stabilen Grenzzyklus.
In der Simulation werden also genau im Innern
dieses Bereich selbsterregte Oszillationen beob-
achtet. Weitere Bifurkation, die dieses Verhal-
ten auch dndern kénnten, gibt es im Innern der
»wHopf-Kurve“ nicht.

Im oberen Teil des Phasendiagramms sieht man
die zu den Asten gehorenden Sattel-Knoten-
Bifurkationspunkte. Die Phasendiagramme sind
im Bereich ausgebildeter Aste sehr aufschluf-
reich, da man mit ihrer Hilfe bereits bestim-
men kann, wie eine Kennlinie bei einer bestimm-
ten Dotierung aussehen wird. Dies soll kurz be-
schrieben werden:

Bei U = 0 V gibt es unabhangig von der Do-
tierung nur einen einzigen stabilen Zustand.
Man startet also in der entsprechenden Hohe
in Abbildung 4.22 am linken Rand. Man geht
jetzt in Gedanken nach rechts, bis man auf
eine Sattel-Knoten-Bifurkation trifft, die von
den beiden von einem Cusp-Punkt ausgehen-
den Sattel-Knoten-Bifurkationslinien die rech-
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Abbildung 4.22: Lage der Bifurkationspunkte im Parameterraum

te ist. In diesem Punkt tritt also eine Sattel-
Knoten-Bifurkation auf, in der der Ast instabil
wird. Gleichzeitig kehrt sich die Richtung der
Spannungsverinderung um. Es mufl nun also
nach links gelaufen werden, bis man die ande-
re zum eben betrachteten Cusp-Punkt gehoren-
de Sattel-Knoten-Bifurkation, also die linke, ge-
funden hat. In diesem Punkt wird der Ast wie-
der stabil und die Richtung der Spannungsva-
riation kehrt sich erneut um. Nun wird wieder
nach rechts gelaufen bis zur néchsten rechten
Sattel-Knoten-Bifurkation eines Cusp-Punktes,
die noch nicht erreicht wurde usw.

Auf diese Weise kann die gesamte Kennlinie be-
ziiglich der Spannung konstruiert werden. Aus-
sagen iber die Stromdichte als Funktion der
Spannung sind selbstverstindlich nicht méglich.
Die ,,wirklich“ wichtigen Erkenntnisse sind aber
davon unabhéngig. Liegen bei einer bestimmten

Dotierung zum Beispiel zwischen der rechten
und linken von einem Cusp-Punkt ausgehen-
den Sattel-Knoten-Bifurkation weitere Sattel-
Knoten-Bifurkationspunkte, so gibt es in dem
betreffenden Spannungsintervall nicht nur zwei,
sondern drei oder mehr stabile Zustande. Man
sieht mit einem Blick sofort, dal mit hoherer
Spannung und mit héher Dotierung die An-
zahl der multistabilen Zustande tendenziell zu-
nimmt.

Ein ungestortes Ubergitter kann (im verwen-
deten Modell) also als selbstorganisierte Struk-
turen Aste (Multistabilitédt von Felddoménen,
die nur an diskreten Orten liegen kénnen) und
Grenzzyklus-Oszillationen zeigen. Diese beiden
Effekte sind jedoch nicht miteinander ver-
kniipft. Wie schon die Abbildungen 4.22 und
4.14 zeigten, gibt es eine ,,Pufferzone” zwischen
Asten und Oszillation.

4.6 Verschieden lange ﬂbergitter

Abbildung 4.23 zeigt die Lage der Bifurkati-
onspunkte, wihrend die Grofle des Ubergitters,
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Abbildung 4.23: Lage der Bifurkationspunkte (,Phasendiagramm®) bei Ubergittern aus verschieden vielen
Quantentopfen. Man erkennt unmittelbar, daB die Bildung von Asten bereits bei sehr kleinen Ubergittern
moglich ist, wahrend Oszillationen nur bei den langeren Ubergittern auftreten.
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d. h. die Anzahl N der Quantentopfe, veran-
dert wird. Die mit der Astbildung verkniipften
Cusp-Punkte und Sattel-Knoten-Bifurkationsli-
nien dndern dabei nur ihre Zahl, die Aste als sol-
ches bleiben aber erhalten. Dies war auch nicht
anders zu erwarten: Die Aste entstehen nur bei
Dotierungen, bei denen die Ladungstrageran-
sammlung in einem einzelnen Quantentopf loka-
lisiert ist. Der einzelne Ast ,,bemerkt* also nur
wenig davon, dafl bereits in der Ndhe der Rand
des Ubergitters liegt. Ist man nur an bereits voll
ausgepragten Asten interessiert, so konnte man
also durchaus das Ubergitter kleiner wihlen, um
Arbeit (Rechenzeit bzw. Dauer und Kosten des
Wachstumsvorgangs) zu sparen.

Dies ist bei Oszillationen nicht der Fall. Wie
schon in Abbildung 4.7(c) (Seite 32) zu sehen
war, sind die damit verbundenen Feldstruktu-
ren iiber einen groflen Bereich des Ubergitters
ausgedehnt. Dementsprechend muf} das Uber-

j [kA/cm?
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gitter eine gewisse Mindestanzahl von Quan-
tentopfen besitzen, damit eine Oszillationmode
iberhaupt ,hineinpaf3t“. Diese betragt im vor-
liegenden Fall N = 27. Die Mindestlange des
Ubergitters kann in zwei Teile aufgeteilt werden:
zum einen die Lénge der eigentlichen Oszillati-
onsmode, zum anderen ein Mindestabstand zum
Rand, der durch die Randbedingungen vorgege-
ben wird. Fir den gréfften Teil dieser Arbeit,
insbesondere auch fiir diesen Abschnitt, wur-
den die ,festen“ verwendet. Im Kapitel 7 wer-
den im Vergleich hierzu Neumann-Randbedin-
gungen, wobei man letztere eher als , freie“ oder
»lose* Randbedingungen bezeichnen sollte, da
sie weniger Zwang auf das System auswirken da-
mit die Entstehung selbstorganisierter Struktu-
ren erleichtern. Bei diesen ist die fiir Oszillatio-
nen notige Mindestlange deutlich kleiner (Sei-
te 106); die Differenz ist die (doppelte) Lénge,
die das System benétigt, um die Randbedingun-
gen zu ,vergessen‘.

Al
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Abbildung 4.24: ,Seltsame Zustande", ausgehend von der Spannung U = 2,348 V. Die verschiedenen,
hier nur schlecht erkennbaren Kurven, sind im Text erlautert. Die wichtigste Aussage dieser Abbildung ist,
daB die ,normale” Kennlinie (fett eingezeichnet) nur eine von vielen Kurven aus stationdren Zustanden ist.
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4.7 ,Seltsame Zustande*

Bisher wurde die ,,normale“ Kennlinie betrach-
tet, d.h., durch Simulation wurde ein stabiler
Fixpunkt der Ratengleichungen bestimmt und
von diesem ausgehend mittels Zweigverfolgung
die mit ihm verbundenen Aste. Es ergab sich,
da man unabhéngig von der Wahl des Start-
punktes immer die selbe Kurve erhélt, eben
die ,normale“ Kennlinie. An dieser Stelle soll
aber einmal gefragt werden, welche weiteren Lo-
sungen die Ubergangsgleichungen besitzen, d. h.
Fixpunkte, die auch instabil sein kénnen oder
aber einen zu kleinen Einzugsbereich besitzen,
um durch eine Simulation erreicht zu werden.

Das Mittel der Wahl fiir diese Aufgabe ist ei-
ne Nullstellensuche nach Newton-Raphson. Je-
de Nullstellensuche in einem mehr als eindimen-
sionalen Raum ist schon prinzipiell eine ,fast
unmégliche“ Aufgabe [Pre92, Kapitel 9.6], die
nur bei einschréankenden Annahmen wie zum
Beispiel der Giltigkeit der linearen Naherung
l6sbar wird. Dieses bedeutet insbesondere, daf
ein , verniinftiger Anfangswert vorgegeben wer-
den muf}, wobei es fiir ,,verniinftig* leider keine
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bessere Definition gibt, als daf3 der Algorithmus
dann konvergiert. Bei einem hochdimensiona-
len Problem wie dem hier behandelten wird die
Wahl des Anfangswertes um so komplizierter.

Deswegen soll zuerst tiberlegt werden, welche
Voraussetzungen ein solcher Startwert eigent-
lich erfiillen sollte: Er soll &hnlich wie die Zu-
stande aussehen, die bereits von der ,norma-
len“ Kennlinie bekannt sind. Die einzige prak-
tikable Moglichkeit, dieses zu erreichen, ist, ein-
fach einen Zustand der ,normalen* Kennlinie
zu nehmen. Als néchstes mochte man gerne ei-
nen anderen Zustand als Ergebnis erhalten, als
man am Anfang hineingesteckt hat. Man konnte
nun auf die Idee kommen, den gewahlten Start-
zustand einfach ein wenig zu verdndern. Dies
fiithrt jedoch nicht zum Ziel: Ist die Veranderung
zu klein, wird der Algorithmus wieder auf den
Ausgangszustand konvergieren. Ist sie zu grof3,
wird er im allgemeinen nicht auf einen ande-
ren, sondern {iberhaupt nicht konvergieren. An
dieser Stelle hilft der folgende Trick: Man neh-
me als Ausgangszustand die Werte eines Sattel-

(c)
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Abbildung 4.25: Verschiedene Typen von Feldverteilungen. Die gefundenen stationdren Zustande lassen
sich in sechs Gruppen einteilen. Die Feldverteilung (@) tritt nur bei der ,normalen” Kennlinie auf. Die
Feldverteilungen (b), (c) und (e) haben Feldstirkenpeaks, die deutlich {iber der Resonanzfeldstirke von
etwa 107 V/m liegen, und miissen daher als unphysikalisch angesehen werden. Die Feldverteilungen (d)
und (f) besitzen eine ,normale” Hochfelddomane, haben in der Niederfelddomane jedoch einen Bereich
erhohter Feldstarke von einem bzw. einigen Quantentopfen Breite.
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Knoten-Bifurkationspunktes, im folgenden wur-
den ,rechts oben“ liegende Bifurkationspunkte
gewahlt. Verringert man bei diesen die Span-
nung geringfiigig, so gibt es in der Nahe zwei
stationare Zustdnde; erhoht man sie dagegen,
so gibt es keinen solchen mehr. Auf diese Wei-
se erhalt man einen Zustand, der ,fast“ ein Zu-
stand der ,normalen“ Kennlinie, ohne daf} der
Nullstellen-Algorithmus auf diesen zuriickfallen
konnte.

Da man natiirlich nicht nur einen neuen Zu-
stand, sondern moglichst viele finden mdochte,
mufl man den Ausgangszustand noch etwas zu-
fallig variieren. Hierbei ist es nicht sinnvoll, je-
de Zustandsvariable getrennt zu verandern, son-
dern besser, ,groffiraumiger” vorzugehen: Man
wiirfelt zum Beispiel aus, in wievielen Quan-
tentopfen man die Besetzungsdichten in einem
bestimmten Energieniveau veriandern mochte,
und verdndert dann in diesen Quantentépfen die
Besetzungsdichten alle um den gleichen Wert.
Dieser Vorgang kann dann mehrfach wiederholt
werden.
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Das Ergebnis ist in Abbildung 4.24 dargestellt.
Man ,,erkennt® eine Vielzahl instabiler Zustéan-
de, zum Vergleich ist auch die ,normale“ Kenn-
linie eingezeichnet. Die instabilen Zusténde las-
sen sich nach zwei Kriterien klassifizieren: Zum
einen gibt es welche, die genau wie die ,,normale*
Kennlinie durchgehend sind, d. h., sie existieren
in einem groflen Spannungsintervall, wahrend
andere nur die Breite von ungefdhr einem Ast
der Kennlinie haben (Diese werden im folgen-
den als ,,geschlossen“ bezeichnet). Zum anderen
lassen sich sechs verschiedene Typen von Feld-
starkeverteilungen unterscheiden. Diese sind in
Abbildung 4.25 aufgefiihrt.

Die Verteilung in 4.25a ist diejenige, die genau
bei der ,normalen“ Kennlinie auftritt (zumin-
dest in dem Spannungsbereich, bei dem es zur
Ausbildung von Asten kommt). Die Feldstérke
in der Hochfelddoméne ist etwa gleich der Reso-
nanzfeldstérke, bei der resonantes Tunneln zwi-
schen zwei benachbarten Quantentopfen mog-
lich wird. Dieser Transportmechanismus ist so
effektiv, daf eine weitere Erhéhung der Reso-
nanzfeldstérke aus Sicht des Systems nicht mehr

I I I I I I I 1
2,25 2,30 2,35 2,40 2,45 2,50 2,55 2,60
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Abbildung 4.26: Kennlinien geschlossener Zustande. Es sind die Kennlinien fiir die Zustande aus Abbil-
dung 4.25 dargestellt. Die Teilbilder sind wie dort bezeichnet.
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»sinnvoll“ ist. Diese Bedingung wird in den Teil-
bildern (b), (c) und (e) von Abbildung 4.25 ver-
letzt, womit die physikalische Relevanz dieser
Zustande sehr fraglich ist'2.'3 In den Teilbil-
dern (d) und (f) ist die Hochfelddoméne gleich
aufgebaut wie bei der ,normalen“ Kennlinie; in
der Niederfelddoméne ist jedoch lokal die Feld-
starke erhoht, liegt jedoch weit unter der Reso-
nanzfeldstirke. Der Unterschied zwischen die-
sen beiden Typen liegt darin, daf3 bei der ersten
nur in einem einzigen Quantentopf eine erhéhte
Feldstarke vorliegt — was bedeutet, dafl in ei-
nem Quantentopf die Ladungstrégerkonzentra-
tion erhoht ist, wihrend sie in dessen Nach-
bartopf verringert ist — wahrend bei der zwei-
ten sich dieser Bereich iiber einige Quantentopfe
ausdehnt. Der Grund fiir diese Unterscheidung
wird am Ende dieses Abschnitts etwas klarer
werden.

Die beiden eben eingefiihrten Klassifizierungen
sind nicht unabhéngig voneinander: Zustande
mit Feldverteilungen der Typen (b), (d), (e)
und (f) gehéren (mit einer einzigen Ausnah-
me) zu geschlossenen Kurven, wahrend Feldver-
teilungen der Typen (a) und (c¢) durchgehen-
de Kurven implizieren. Zur Veranschaulichung
sind in Abbildung 4.26 die zu den Feldvertei-
lungen in Abbildung 4.25 gehorenden geschlos-
senen Kennlinien dargestellt. Die Feldverteilun-
gen der verschiedenen Zustdnde auf einer ge-
schlossenen Kurve unterscheiden sich nur ge-
ringfiigig — letztendlich betrégt deren Breite ja
nur ungefahr die eines Kennlinienast, womit das
fiir das Erreichen eines neuen Astes charakte-
ristische Wandern der Elektronen von einem
Quantentopf in den néchsten nicht zu erwar-
ten ist. Die Feldverteilungen auf den geschlosse-
nen Kurven, die zu den Abbildungen 4.25 und
4.26 gehoren, sind in Abbildung 4.27 in Bogen-
langenparametrisierung dargestellt. Da es sich
hierbei um einem einen geschlossenen Zustand
handelt, sind die beiden Endpunkte miteinan-
der verbunden zu denken.

Als néchstes seien kurz noch die durchgehen-
den Losungskurven erwéahnt. Eine solche ,, Kenn-
linie“ ist in Abbildung 4.28 dargestellt. Man er-
kennt, dal die praktisch rein instabile Kurve
von hoéheren Spannungen kommend bis unge-
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fahr zur Spannung U = 0,5 V geht, dort ein
kurzes Stiick stabil ist und dann wieder zuriick-
lauft. In Abbildung 4.29 ist die zugehorige Feld-
verteilung in Bodenldngenparametrisierung dar-
gestellt. Die beiden Enden entsprechen den bei-
den Enden der Kennlinie bei U =5 V.

Zum Abschlufl sei noch einmal auf die Unter-
scheidung zwischen den Feldverteilungen in den
Abbildungen 4.25(d) und 4.25(g) zuriickgekom-
men. Bei anderen Parametern, insbesondere ei-
ner Spannung von nur knapp einem Volt, findet
man einen Zustand, der in Abbildung 4.30 dar-
gestellt ist. Im Teilbild (a) ist die Kennlinie zu
sehen und im Teilbild (b) die bogenldngenpa-
rametrisierte Feldverteilung. Das besondere an
dieser Kurve ist, daf ein — wenngleich kleiner —
Teil von ihr stabil ist. Da bei der im restlichen
Teil dieses Abschnitts betrachteten Spannung
keine solchen Zustdnde gefunden wurden, wur-
de folgendes Verfahren durchgefiihrt, um ,,neue“
Zusténde zu konstruieren:

Jeder Ast der normalen Kennlinie entspricht ei-
nem gewissen Spannungsschub, der durch einfa-
ches Ausmessen und Abzéhlen bestimmt werden
kann. Weiterhin ist aus dem Abschnitt 4 bereits
bekannt, dafl das ,Betreten® eines neuen Astes
mit der Verschiebung der Ladungstréger um ge-
nau einen Quantentopf verbunden ist. Wie sich
in Abbildung 4.29 ergeben hat, gilt dieses auch
fiir ,,seltsame” Zustdnde. Genau dieses wird nun
per Hand durchgefiihrt. Wenn man sich Abbil-
dung 4.30(b) ansieht, erkennt man wieder die
gewohnten Nieder- und Hochfelddoméne, wobei
in der Niederfelddoméne ein zusatzlicher Peak
liegt. Man ,schneidet* nun aus der Niederfeld-
doméne einen Quantentopf aus und dupliziert
dafiir einen der Hochfelddoméne, so dafl als Er-
gebnis der Prozedur das gesamte Feldstérken-
profil um einen Quantentopf verschoben wur-
de. Man mufl nun nur noch ausprobieren, auf
welcher Seite des zusitzliches Peaks das Aus-
schneiden geschehen mufl — es ergibt sich, daf3
dieses auf der Auflenseite geschehen muf}. Auf
diese Weise konnten eine Reihe weiterer Kurven
erzeugt werden, die genau wie die aus Abbil-
dung 4.30 aussehen — nur um grob 0,1 V ver-
schoben.

121m Vorgriff auf die folgenden Kapitel so schon erwihnt, daf letztere Zustéinde nicht mehr ,auftauchen® werden, wihrend
es ein Wiedersehen mit anderen hier besprochen ,seltsamen® Zustédnden geben wird.

13Man kénnte auf folgende Idee kommen, um zu iiberpriifen, ob ein Zustand ,physikalisch® ist: Man postuliert, daf die
stabilen Teile der ,normalen“ Kennlinie ,physikalisch” sind, und daf} stabile stationdre Zustdnde mit negativer Strom-
dichte ,unphysikalisch“ sind. Dann nehme man einen zu identifizierenden instabilen stationdren Zustand und starte eine
Simulation mit diesem als Startwert, bis man zu einem stabilen stationdren Zustand gerat. Es ergibt sich, daf die eben
gemachten Postulate ausreichend sind, d. h., fiir die hier besprochenen Zustande gelangt man immer zu einem der beiden
oben erwahnten Endzustédnde. Leider héngt die Art des Ziels nicht vom Typ der Feldverteilung des Startzustandes ab,
vielmehr gelangen sogar Zustédnde mit gleicher Spannung, die auf der selben geschlossenen Kurve liegen, an verschiedene

Ziele.
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Abbildung 4.27: Feldstarkeverteilungen fiir die Kennlinien aus Abbildung 4.26. Die Anordnung der Teil-
bilder entspricht der aus eben erwahnter Abbildung. Nahere Erlauterungen siehe Text.
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Abbildung 4.28: Beispiel fiir eine durchgehende ,seltsame* Kennlinie. Der Zustand aus Abbildung 4.25(c)
liegt auf dieser Kurve. Zum Vergleich ist die ,normale” Kennlinie ebenfalls eingezeichnet.
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Kapitel 5

Leicht gestorte Kennlinie

Bisher wurde ein Ubergitter durch die Dotierungsdichte Np, die Barrierenbreite d und die Quan-
tentopfbreite [ beschrieben. Das bedeutet, dafl das Ubergitter exakt periodisch ist und keine lokalen
Fluktuationen dieser Groflien auftreten. Diese sehr idealisierten Annahmen sind in experimentell ge-
wachsenen Ubergittern selbstverstandlich nicht erfiillt. Eine bessere Anpassung der mit diesem Modell
berechneten Kennlinien an experimentelle Daten kann nur dann gelingen, wenn diese Stérungen be-
riicksichtigt werden.

Das verwendete Modell zum vertikalen Transport von Elektronen in einem Halbleiteriibergitter ist
eindimensional, d. h., es wird nur der Transport in Wachstumsrichtung (z-Richtung) betrachtet. Dem-
entsprechend diirfen auch alle Bestimmungsgrofen des Ubergitters nur von der z-Komponente des
Ortes abhéngen, Fluktuationen innerhalb einer Schicht sind in diesem Modell also nicht darstellbar.
Die Frage, ob letztere experimentell relevant sind, kann dadurch beantwortet werden, daf3 man ver-
schiedene Ubergitter vom selben Wafer untersucht und ihre Kennlinien vergleicht [Hel90, Wac95b].
Hierbei ergab sich, daf8 die Kennlinien fast exakt iibereinstimmen.! Die Beschrankung auf Fluktua-
tionen nur in z-Richtung ist also keine signifikante Einschrankung.

In [Sch94, Sch95b] wurden die Auswirkungen von Fluktuationen der drei GréSen Dotierung Np,
Quantentopfbreite [ und Barrierenbreite d verglichen. Hierbei ergab sich, daf§ die Verbreiterung einer
einzelnen Barriere um nur eine einzelne Monolage bereits zu einer starken Anderung der Kennlinie
fiihrt. Diese Verédnderung hat ein charakteristerisches Aussehen und kann nur bei wenigen gewachsenen
Uberglttern gefunden werden. Durch absichtlich mit einer breiteren Barriere gewachsene Ubergltter
konnte dieser Zusammenhang mittlerweile auch experimentell verifiziert werden [Kas95a]. Da es beim
Wachstumsprozefl keinen Unterschied zwischen dem Aufwachsen von Barrieren und dem von Quan-
tentopfen gibt und auch Abweichungen nach oben und nach unten gleich haufig sein sollten, kann
gefolgert werden, dafl auch Fluktuationen der Quantentopfbreiten nur relativ selten auftreten. Als
einzige fluktuierende Gréfle mufl daher die Dotierung Np beriicksichtigt werden, die jetzt in jedem
Quantentopf einen etwas anderen Wert annehmen kann.

Im folgenden werden daher Dotierungsfluktuationen behandelt. Zunéchst wird an Hand eines verein-
fachten Modells analytisch abgeschétzt, welche Phénomene zu erwarten sind. Anschliefend werden
diese Voraussagen am ,vollstandigen“ Modell durch numerische Berechnungen iiberpriift. Nachdem
dies geschehen ist, werden die Ergebnisse fiir verschiedene Fluktuationsstarken vorgestellt.

Die in diesem Kapitel behandelten Phanomene gelten unabhéngig von der Stéarke der Fluktuationen.
Fiir nicht zu stark gestorte Ubergitter gibt es jedoch keine weiteren Effekte, weshalb dieses Kapitel
,Leicht gestorte Kennlinie“ heifit.

o1
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fij

F

Abbildung 5.1: Prinzipieller Verlauf der f;;(F)-Kurve. Der Ubergangskoeffizient besitzt zwei Maxima,
deren Positionen ungefahr die Feldstarken in der Niederfeld- bzw. Hochfelddomane angeben. Bei typischen
Dotierungskonzentration fiir Kennlinien mit ausgepragter Aststruktur ist ein LadungstrageriiberschuB von
etwa der halben bis einfachen Dotierungsdichte notwendig, um den Feldstarkesprung zwischen Niederfeld-
und Hochfelddomane zu bewirken.

5.1 Analytische Abschatzung

Fiir die folgenden Ableitungen soll ein vereinfachtes Modell mit nur einem Energieniveau pro Quan-
tentopf betrachtet werden. Die zeitliche Anderung der Besetzungsdichte n; im i-ten Quantentopf kann
dann geschrieben werden als

=Y fing. (5.1)
J

Uber die Vorzeichen der Ubergangskoeffizienten fij kann folgende Aussage gemacht werden: f;; ist
kleiner als Null, da dieser Term das Verlassen von Elektronen aus dem Quantentopf, in dem diese sich
gerade befinden, beschreibt. Alle anderen Ubergangskoeﬁizienten sind grofler oder gleich Null, wobei
die Anzahl der Ubergangskoeffizienten mit einem Wert ungleich Null davon abhéngt, ob nur Transport
zwischen benachbarten oder auch zwischen weiter entfernten Quantentdpfen erlaubt ist.

Der exakte Wert der f;; wird nur durch die Feldstarken im Ubergitter bestimmt. Diese héngen iiber die
Poissongleichung von der Nettoladungsdichte, also von der Differenz zwischen n; und der Dotierung
ab. Wird nun fiir jeden Quantentopf eine eigene Dotierungsdichte Ny eingefithrt, so ist unmittelbar
einsichtig, daf} fiir die Feldstarken eine Erhéhung von nj mit einer Erniedrigung von Ny gleichwertig
ist. Damit kann unmittelbar folgende Aussage gewonnen werden:

Ofij _ _0fij
8nk 8Nk

(5.2)

Im folgenden wird ein beliebiger stationarer Zustand betrachtet. Es gilt also:
0= hi = Zfijnj.
J

Die Ubergangsraten n; héingen direkt oder indirekt iiber die Poissongleichung von den {ni} und den
{N}} ab. Die obige Gleichung ist also als Aufforderung zu verstehen, alle Werte fiir die {ns} und die
{N} zu bestimmen, bei denen das Funktional n;[{ng, N}] identisch verschwindet. Damit muf§ dann
aber auch dessen lineare Approximation, also das Differential, verschwinden:

0=d(n) =Y O g + > O 4N,
k k

ony, ONy,

1Dies war auch zu erwarten: Die untersuchten Proben besitzen eine Querschnittsfliche, die sehr grof gegen die Dicke der
einzelnen Schichten ist. Fluktuationen mit sehr kurzen Korrelationsldngen, die als ,interface roughness“ zusammenge-
fa3t werden, mitteln sich iiber die Querschnittsfliche heraus und kénnen nur dann zu Effekten fithren, wenn sich die
Grenzflachenrauhigkeiten wéhrend des Wachstumsprozef verandern [Dev86, Gra92, Ete93, Sch96c¢]. Effekte auf grofieren
Léngenskalen wie Verwerfungen sind auch nicht allzu wahrscheinlich, da die Dicken der einzelnen Schichten — wie im
nédchsten Absatz dargelegt werden wird — nur selten fluktuieren.
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Durch Einsetzen von 5.1 ergibt sich

O*Z af”njdnk‘{’z.fz] anj dn k+zafw n]de+Zfz] 8N Nk:
i

5J,C 0

Beriicksichtigt man dann noch 5.2, so kann man diese Formel zusammenfassen zu:

0=>", Z’f;f nj(dng — dNg) + > fidng, (5.3)

Hiermit hat man eine, allerdings implizite, Vorschrift, die es zum Beispiel erlaubt, bei vorgegebenen
infinitesimalen Verdnderungen {dNy} der Dotierungskonzentrationen die notwendigen infinitesimalen
Anderungen {dny} der Elektronendichten zu berechnen, so daf} trotz der Anderungen das System wei-
terhin stationér bleibt. Durch Aufintegration dieser infinitessimalen Gréflen ist es zumindest prinzipiell
moglich, auch bei endlichen Stérungen die exakte Losung zu bestimmen. Wéhrend des Integrationsvor-
gangs miissen iiber die Poissongleichung die Feldstarken und damit auch die Ubergangskoeﬁizienten
fi; sowie gf " angepaflt werden.

Um die Auswirkungen analytisch abschitzen zu konnen, mufl obige Gleichung noch weiter vereinfacht
werden. Im folgenden soll daher die ,,normale* Kennlinie betrachtet werden, d.h. die Dotierung ist
so grof}, dafl die Aststruktur bereits vollstandig ausgebildet ist. Dies bedingt, dafl die Feldstarkever-
teilung im Ubergitter in eine Hochfeld- und eine Niederfelddoméne zerfallt. Die Feldstarken in den
beiden Doménen sind etwas kleiner als die Maxima der Ubergangskoeffizienten fij [Pre94al, deren
prinzipieller Verlauf in Abbildung 5.1 dargestellt ist. Wie im vorherigen Kapitel gezeigt wurde, ist fiir
die Ausbildung der Hochfelddoméne ein Elektroneniiberschufl von etwa der halben bis der einfachen
Dotierungsdichte notwendig. Eine relativ kleine Anderung einer Elektronenkonzentration n; veran-
dert daher die Ubergangskoeﬁizienten relativ stark.? Damit ist die folgende Bedingung erfiillt,® wobei
im folgenden der Einfachkeit halber die Gleichungen dadurch einheitenlos gemacht werden, dafl die
Dotierungsdichte bzw. die Resonanzfeldstarke als ,natiirliche* Einheiten angesehen werden:

0
5L > | fud

Der Term f;; steht in Gleichung 5.3 als Teil einer Summe iiber j; die Summierung iiber & ist unkritisch,
da die dnj als unabhéngig angesehen werden. Der Ubergangskoeﬁizient fii ist kleiner als Null, zeigt
betragsmiBig aber das prinzipiell gleiche Verhalten wie die Ubergangskoeffizienten fij fiir ¢ # 7. Damit
ist auch das Vorzeichen von df L entgegengesetzt dem von gﬁ; fiir 4 # j, so daf es prinzipiell denkbar
wiére, daf sich diese Terme Weltgehend aufheben und aus der obigen Aussage nicht

af;
|Z ffnj|>> Fue

gefolgert werden diirfte. Dieser Einwand kann nicht durch ein einfaches Argument widerlegt werden,
mufB hier aber unberiicksichtigt bleiben.* Damit kann 5.3 vereinfacht werden zu:

0fij

0 =
¥ 8nk

nj(dnk - de) (54)

2Wenn man die Steigung der fij (F)-Kurve betrachtet, so nimmt man zweckmaBigerweise eine normierte Grofie wie etwa
1 8y
fij OF ..
Wenn man die Feldstarke nur um 5 % verandert, so verdoppelt oder halbiert sich meistens schon der Ubergangskoeffizient
fij- Ausgenommen hiervon ist der Bereich unmittelbar um die Extrema herum. Die Feldstérken in den Hochfeld- und
Niederfelddoménen sind zwar ungefdhr durch die Positionen der Maxima gegeben, tatsdchlich aber etwas geringer und
gehen nur asymptotisch gegen eben erwéhnte Werte [Pre94a]. Damit erfiillen auch die fiir uns relevanten Zustande die

Bedingung | fl %L\ > 1, die im Text verwendet wird.

. Diese ist betragsmaf8ig fast iiberall gréfer als 1, wie man aus der Abbildung 5.1 unmittelbar erkennen kann:

3Die Bedingung gilt natiirlich nicht, wenn man fiir fij einen der Ubergangskoefﬁmenten wéhlt, der verschwindet, weil
keine Elektronen direkt vom j-ten Quantentopf in den i-ten iibergehen kénnen (wenn zum Beispiel nur TTansport
zwischen benachbarten Quantentopfen erlaubt ist).

4Eine ,;sichere” Begriindung dieser Aussage ist nicht méglich, da die Frage, in wie weit sich die einzelnen Terme wegheben
konnen, stark von den Details des Modells abhéngt. Die Ergebnisse der numerischen Berechnungen aus dem Abschnitt 5.2
zeigen jedoch, dafl die im Text verwendete Annahme zumindest fiir das in dieser Arbeit untersuchte Modell zutrifft. Der
Fehler, der durch diese Ndherung gemacht wird, wird in Aussage 3 abgeschétzt und im Abschnitt 5.2 auch numerisch
berechnet. Wie sich dort ergeben wird, ist er vernachlassigbar klein.
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Dies kann mit Vektoren geschrieben werden als

0= A(dn — dN), (5.5)

wobei die Matrix A gegeben ist durch A;, = Z g’;” n;. Ist A nun eine regulare Matrix, so besitzt das
Gleichungssystem 5.5 nur den Nullvektor als Losung Dies bedeutet in Komponenten geschrieben:

Da die Feldstarken nur von der Differenz von ng und N abhéngen, ergibt sich unmittelbar die folgende

Aussage 1 Die Feldstdrkeverteilung wird von Dotierungsverdnderungen in erster Naherung nicht be-

einflufit.

Weiterhin sind dn; und dn; fiir 4 # j nicht miteinander verkniipft. Damit wird von dN; nur dn; und
kein anderes dn; beeinflufit.

Aussage 2 Der Einfluf$ von Dotierungsverdanderungen ist in erster Naherung nur lokal.

An dieser Stelle mufl nun abgeschétzt werden, welchen Einflufl die Vernachlassigung des Terms ), firdng
beim Ubergang von 5.3 auf 5.4 hat. Dies ist formell mathematisch schwer zu ergriinden, wird durch fol-
gende Uberlegung aber schnell klar: In der ersten Naherung blieb die Feldstirkeverteilung unverindert,
dementsprechend auch alle Ubergangskoeﬁimenten fij. Gleichzeitig wurden aber die Elektronendichten
n; verandert, so dafl die Stationaritdtsbedingung 5.1 im allgemeinen nicht mehr gelten wird. Die Uber-
gangskoeffizienten f;; miissen daher etwas gedndert werden, um die Effekte durch die Verénderung
der Elektronendichten auszugleichen.

Wird dieses nicht gemacht, so befinden sich in den Quantentépfen mit lokal erhéhter Dotierungskon-
zentration ,,zu viele“ Elektronen. Ein Teil von diesen wird dann in die benachbarten Quantentépfe
wandern, primér in Richtung des elektrischen Feldes (vom i-ten in den (i 4+ 1)-ten Quantentopf, also
nach ,rechts®).

Aussage 3 Die Elektronendichten werden bei lokaler Erhéhung der Dotierungskonzentration micht
ganz so stark ansteigen wie die Dotierungskonzentration. Dafir wird die Konzentration in den Nach-
bartopfen, insbesondere dem in Feldrichtung, ansteigen. Umgekehrt gilt dieses fir eine lokale Verrin-
gerung der Dotierungsdichte.

Dies fiihrt zu einer Verédnderung der Feldstérkeverteilung: Die Elektronen, die in der ersten Ndherung
bereits im i-ten Quantentopf zu einer Erhohung der Feldstéarke fiihrten, tun dies jetzt erst im (i + 1)-
ten Quantentopf. Die Feldstérke in der Barriere zwischen dem i-ten und dem (i + 1)-ten Quantentopf
wird also verringert. Will man erreichen, dafl diese Feldstdrke wieder den alten Wert erreicht, muf}
die Spannung etwas erhoht werden. Dies gilt insbesondere fiir den Punkt, an dem der betreffende Ast
instabil wird.

Aussage 4 FEine Erhohung der Dotierungsdichte in einem Quantentopf fihrt dazu, daf$ der entspre-
chende Ast der Kennlinie erst bei einer hoheren Spannung stabil bzw. instabil wird. Umgekehrt gilt
dieses fiur eine Verringerung der Dotierungsdichte.

Verschiebt sich der Ast, so wird auch das Teilstiick des Astes, das bei der Simulation eines einfaches
Upsweeps erreicht wird, dementsprechend linger oder kiirzer. Da bei einem Upsweep aber nur ein
kleiner Teil jedes Astes tiberstrichen wird, sind die dort auftretenden relativen Anderung sehr grof.

Die bereits gemachten Aussagen 1 und 2 bezogen sich auf die Feldstdrken bzw. Elektronendichten,
die einer experimentellen Untersuchung nicht ohne weiteres zuginglich sind. Daher soll im folgenden
noch eine Aussage iiber die Stromdichte hergeleitet werden. Fiir diese ist es ausreichend, nur die erste
Naherung zu betrachten, in der sich die Feldstdrkeverteilung nicht verdndert. Damit bleiben auch
alle Koeffizienten, aus denen sich die Stromdichte berechnen 148t, unverdndert und die Stromdichten
hingen nur noch linear von den Elektronendichten ab®. Dies gilt insbesondere sowohl die fiir die
Strommaxima der einzelnen Aste als auch fiir die Werte an den Abbruchpunkten der Aste.

5Die Stromdichte j 148t sich als Linearkombination der Ubergangskoeﬂizienten fij und der Elektronendichten nj berech-
nen. Wie genau dies zu geschehen hat, hangt von den Details des verwendeten Modells ab. Nimmt man an, dafl der
Elektronentransport nur in Feldrichtung und nur in den benachbarten Quantentopf erfolgt, so ist die Teilchenstrom-
dichte, die durch die Barriere zwischen dem i¢-ten und dem (¢ + 1)-ten Quantentopf geht, gleich |f;41,:n;].



5.2. NUMERISCHE UBERPRUFUNG DER AUSSAGEN 55

35 40

30

25

Nummer der
Barriere

Abbildung 5.2: Stérungsabhingigkeit der Feldstarke. Dargestellt ist die Verdnderung der Feldstérkever-
teilung, wenn der Stérungsgrad « von 0% auf 10 % erhdht wird. Die Daten sind die eines Sattel-Knoten-
Bifurkationspunktes; bei der Veranderung von o wurde die Spannung U derart angepaBt, daB der Bifurka-
tionspunkt nicht verlassen wurde (Dieser Punkt hat sich um insgesamt ca. 20 meV bewegt). Wie sofort zu
erkennen ist, verandert sich die Feldverteilung praktisch tiberhaupt nicht.

Aussage 5 Die Stromdichte, die in einem Ast erreicht wird, skaliert linear mit der lokalen Dotie-

rungsdichte.

5.2 Numerische I“Jberpriifung der Aussagen

Im letzten Abschnitt wurden an Hand eines
vereinfachten Modells verschiedene Aussagen —
nach geeigneten Naherungen — analytisch ab-
geleitet. Hierbei konnten nicht alle Annahmen
exakt und allgemein giiltig begriindet werden;
sicherlich sind auch Situationen vorstellbar, in
denen diese nicht mehr gelten. Daher sollen die
Aussagen jetzt am ,vollen® Modell verifiziert
werden.

Im Gegensatz zu den analytischen Herleitun-
gen aus dem letzten Kapitel ist es hier nicht
sinnvoll, die Fluktuation der Dotierungsdichten
{N} in den einzelnen Quantentdpfen unabhén-
gig voneinander zu betrachtet. Insbesondere fiir
den Vergleich mit dem Experiment ist es viel
sinnvoller, den Grad der Stérung des Ubergit-
ters ,global® anzugeben. Dies geschieht durch
die Einfithrung des Stérungsgrades a. Die Do-
tierungsfluktuationen in den einzelnen Quan-
tentopfen errechnen sich durch die Multiplika-
tion von « mit ,,Stérungsrealisierung® {e;}. Die
Dotierungen {NV;} konnen damit wie folgt be-
rechnet werden:

N'ZND-(l—f—Oé'ei)

Die Storungsrealisationen werden einmalig
causgewlrfelt, innerhalb einer Berechnung

dann aber nicht mehr veréndert. Die in die-
ser Arbeit verwendeten Storungsrealisierungen
sind im Anhang H aufgefiihrt. Bis auf wenige
Ausnahmen, die dann auch ausdriicklich darauf
hinweisen, wird in dieser Arbeit die in Tabel-
le H.2 angegebene Realisierung benutzt. Durch
die Riickfithrung der Variation von N Dotie-
rungsdichten {N;} auf die Variation einer ein-
zigen Groflen, ndmlich «, wird die Frage sinn-
voll, was bei einer , Veranderung der Storung®
geschieht.

Die erste und wahrscheinlich auch wichtigste
Aussage war, daf sich die Feldverteilung bei Do-
tierungsfluktuationen nicht verdndert (Aussa-
ge 1). Fiir diesen Zweck wurde in Abbildung 5.2
aufgetragen, wie sich die Feldverteilung andert,
wenn der Fluktuationsgrad « erhoht wird. Wie
bereits in Aussage 4 festgehalten wurde, muf}
die Spannung dabei etwas verdandert werden, da
sich der Ast als ganzes verschiebt. Da die Frage,
um wieviel die Spannung erhéht oder ernied-
rigt werden muf}, nicht so leicht beantwortet
werden kann, wurde folgendes Verfahren aus-
genutzt: Als Ausgangszustand wird ein Sattel-
Knoten-Bifurkationspunkt genommen, in dem
der stabile Teil eines Astes instabil wird. Nun
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Abbildung 5.3: Kennlinien bei Veranderung der Dotierung in einem einzelnen Quantentopf. Die Dotie-
rung in diesem wurde um 10 % erhoht bzw. verringert. Zum Vergleich ist der entsprechende Ausschnitt der

ungestorten Kennlinie ebenfalls abgebildet.

wird « derart erhoht, dafl die Bifurkationsbe-
dingungen weiterhin gilt. Diese zusatzliche Be-
dingungsgleichung ermdglicht es, einen weiteren
Parameter wie zum Beispiel die Spannung U an-
zupassen. Auf diese Weise wird gewahrleistet,
dafl immer der gleiche Punkt, relativ zum gan-
zen Ast gesehen, betrachtet wird.® Eine Verin-
derung der Feldverteilung ist kaum erkennbar,
womit diese Vorhersage bestéatigt ist.

Die fiir praktische Anwendungen wichtige Aus-
sage b besagte, dafl die Stromdichte, die auf ei-
nen Ast erreicht wird”?, proportional zur loka-
len Dotierungsdichte ist. Zu diesem Zweck wur-
de die Kennlinie eines Ubergitters berechnet, in
dem in genau einem einzelnen Ubergitter die
Dotierung anders als an den iibrigen ist, und
zwar um 10 % groer bzw. kleiner. Das Ergebnis
ist in Abbildung 5.3 zusammen mit einer unge-
storten Kennlinie dargestellt. In guter Naherung
ist auch die Stromdichte, bei er der relevante
Ast abbricht, 10% grofler bzw. kleiner als bei
den iibrigen Asten oder dem ungestorten Git-
ter. Hier sieht man auch gut die Verschiebung
(Aussage 4), die gestorte Aste erfahren. Weiter-
hin erkennt man, daf} die benachbarten Aste in
den gestorten Kennlinien nur unwesentlich von
der Storung betroffen sind.

Die Aussage, daf sich die Feldstédrkeverteilun-

gen bei Dotierungsfluktuationen nicht veréan-
dern, wurde durch Aussage 3 eingeschrinkt.
Dieser Effekt ist allerdings so klein, daf3 man
ihn nur sehen kann, wenn die Hochfelddoméne
weit entfernt vom Ort der Storung beginnt. Ab-
bildung 5.4 zeigt die Ladungsdichteverteilung in
einem Ubergitter, in dem die Dotierungsdichte
in einem Quantentopf (dem 20-ten) um « er-
hoht ist. In Abbildung 5.4(b) ist die Ladungs-
dichte fir a = 10% eingezeichnet; in Abbil-
dung 5.4(c) wurde die Elektronendichte im 20-
ten Quantentopf um « verringert, um die Effek-
te von Aussage 1 zu beriicksichtigen. Vergleicht
man nun diese Kurve mit der ungestorten aus
Abbildung 5.4(a), so sieht man, dafl die Elektro-
nendichte im gestorten Quantentopf leicht ver-
ringert und dafiir in den beiden Nachbartopfen
— hauptséachlich dem in Feldrichtung — etwas er-
hoht ist. Der Effekt ist allerdings so klein, daf
er bedeutungslos ist.

Die nur lokale Auswirkung von Stérungen soll
jetzt an einem Ubergitter mit ,realistischen®
Fluktuationen tiberpriift werden. Ein vergrofier-
ter Kennlinienausschnitt ist in Abbildung 5.5 zu
sehen. Die dort verwendete Fluktuationsreali-
sierung wird auch fiir beinahe alle anderen ge-
storte Ubergitter in dieser Arbeit verwendet.

6Fiir die Frage der Feldverteilung ist dieses eigentlich nicht notwendig: Auf dem gesamten stabilen Ast gibt es eine
Hochfeld- und eine Niederfelddoméne mit einer Ladungstriageransammlung in einem einzelnen Quantentopf (bei hinrei-
chend hoher Dotierung). Eine Spannungsverdanderung auf einem Ast hat nur geringe Auswirkungen. Probleme treten vor
allen Dingen dann auf, wenn sich der Ast soweit (bezliglich der Spannung) verschiebt, daf bei der gew#hlten Spannung
der Ast liber einem bestimmten Wert fiir o gar nicht mehr existiert. Man beobachtet dann bei dem Wert von «, an
dem die Sattel-Knoten-Bifurkation am , Ende“ des Astes genau an der gewdhlten Spannung liegt, ebenfalls eine Sattel-
Knoten-Bifurkation. Anschlieend kehrt sich die Richtung der a-Anderung um, und man ,wandert* auf dem instabilen

Ast wieder zuriick.

"Es wird im folgenden nicht zwischen dem Extremum der Stromdichte und dem Wert am Ende des Astes unterschieden,

da der Unterschied der beiden Werte minimal ist.
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Abbildung 5.4: Veranderung der Elektronendichten bei Erhchung der Storung. Es sind nur die Elektro-
nendichten in den ersten 30 Quantentopfe aufgetragen, da sich die Ladungstrageransammlung im 32-ten
Quantentopf befindet und die kleinen Effekte verdecken wiirde. (a) Ungestdrtes Ubergitter. (b) Gestértes
Ubergitter mit & = 10 %. (c) Wie Teilbild a, allerdings wurde von p die Dotierungsfluktuation im jeweiligen
Quantentopf abgezogen. Man kann dann die Effekte sehen, die durch Aussage 3 beschrieben werden.

Uber jedem Ast steht eine Zahl, die die nor-
mierte Abweichung der Dotierung in dem Quan-
tentopf angibt, in dem sich flir den betreffen-
den Ast die Ladungstriageransammlung befin-
det®. Die ersten und letzten zwei Quantentdpfe

Mit diesem Wissen ist auch moglich, aus der be-
rechneten (vollstéindigen) Kennlinie eines Uber-
gitters quantitativ das Ausmafl der Unordnung
zu bestimmen. Zu diesem Zweck miissen nur
die minimale und die maximale Stromdichte

bestimmt werden, bei denen Aste abbrechen.
Die betreffenden Werte konnen aus der Abbil-
dung zu jmar = 3,95 kA/cm? und o =
3,39 kA/cm? abgelesen werden. Die Werte fiir
die Stromdichte schwanken also um den Mittel-
wert jo = 3,67 kA/cm? um Aj = 0,28 kA /cm?
oder umgerechnet 7,7 %. Dieser Wert ist in sehr
guter Ubereinstimmung mit dem fir die Be-
rechnung verwendeten Wert von @ = 8% -
durch eine einfache Korrektur? ergibt sich sogar
ein fast perfekt {ibereinstimmender Wert von
a = 8,06 %.

wurden ausgelassen, da bereits bei einem un-
gestorten Ubergitter (vergleiche Abbildung 4.2)
die betreffenden Aste nicht beim ,normalen®
Wert fiir die Stromdichte abbrechen.

Auch beim Zusammenspiel von Stérungen in al-
len Quantentopfen bleibt der lokale Zusammen-
hang von Stromdichte und Dotierung erhalten,
wenngleich es einige Ausnahmen gibt, bei denen
von einem Ast zum néchsten zum Beispiel die
Dotierungsdichte etwas kleiner wird, die erreich-
te Stromdichte aber geringfiigig steigt. Die Aus-
sage 2 kann also als bestatigt angesehen werden.

8In Wirklichkeit befindet sich die Ladungstrigeransammlung im ,rrechten“ Nachbartopf. Ob der Quantentopf, in dem
sich die Ladungstriageransammlung befindet, oder dessen Nachbartopf genommen werden muf}, héingt davon ab, welcher
Transportproze3 den Stromflufl durch das Ubergitter letztendlich begrenzt. Um diese Frage beantworten zu konnen,
mufl man unter anderem wissen, ob der Transport in der Hochfeld- oder in der Niederfelddoméne effektiver ist, sowie an
welcher Seite des Ubergitters sich die Hochfelddoméne ausbildet. Diese Faktoren kénnen im Rahmen einer allgemeinen,
analytischen Herleitung selbstverstandlich nicht beriicksichtigt werden.

Will man auch fiir das hier verwendete Modell die Stromdichte eines Astes direkt mit dem Quantentopf verkniipfen, in
dem sich fiir den betreffenden Ast die Ladungstrageransammlung befindet, so muf3 statt des oberen Abbruchpunktes der
untere betrachtet werden. Wie schon Abbildung 5.3 zeigte, ist die Verschiebung (sowohl Spannung als auch Stromdichte)
des oberen Abbruchpunkts eines Astes gleich groff wie des unteren Punktes am rechts daneben liegenden Ast. Nicht
zuletzt aus Darstellungsgriinden werden im Text jedoch die oberen Abbruchpunkte untersucht.

9Eine Angabe eines bestimmten Wertes fiir o bedeutet nicht, dal es wirklich einen Quantentopf gibt, in dem die Do-
tierung um « grofer ist, und einem, in dem diese um « kleiner ist. Vielmehr bedeutet dies, dal die Dotierungen in
den einzelnen Quantentopfen im Bereich von « kleiner bis a grofler mehr oder weniger gleich verteilt sind. Wie schon
Abbildung 5.5 zeigt, ist die grofite Dotierung nur um 0,936 grofer als die Standarddotierung, und die kleinste nur um
0,958« kleiner. Der ,graphisch® ermittelte Wert fiir « mu8 daher noch mit einem Faktor 2/(0,936 + 0,958) multipliziert
werden. Im Normalfall werden die genauen Angaben iiber die Realisierung der Fluktuation nicht zur Verfiigung stehen,
womit dann statistische Verfahren zur Korrektur angewendet werden miissen.
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Abbildung 5.5: Kennlinie mit Dotierungsfluktuationen. Fiir jeden Ast ist eingezeichnet, wie die lokale
Dotierung im betreffenden Quantentopf vom Durchschnittswert abweicht. Die Zahl muB mit dem Storungs-
grad a = 8 % multipliziert werden, um die relative Abweichung nach oben bzw. nach unten zu erhalten.
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Abbildung 5.6: Gestorte Kennlinien mit eingezeichnetem Upsweep und Downsweep. Der Upsweep ist

durch eine etwas dickere Linie markiert, der Downsweep zusatzlich durch Stricheln. Im Teilbild (c) erkennt
man, daB einige Aste (bei hdherer Spannung) weder vom Upsweep noch vom Downsweep erreicht werden.
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5.3 Vergleich verschiedener Storungsstarken

In Abbildung 5.6 sind Kennlinien fiir drei ver-
schiedene Werte von « dargestellt. Wie in den
vorherigen Abschnitten bereits dargelegt, gibt
es keinen qualitativen Unterschied der vollstan-
digen Kennlinien (in normaler Strichdicke ge-
zeichnet). Zusétzlich ist in den Abbildungen je-
doch auch markiert, welche Kennlinie sich in
der Simulation bzw. im Experiment ergibt. Der
Upsweep und der Downsweep sind jeweils fetter
eingezeichnet, zusétzlich wurde zur Unterschei-
dung zwischen Upsweep und Downsweep letzte-
rer gestrichelt.

Vergleicht man die mit o = 4 % gestorte Kenn-
linie in Abbildung 5.6(b) mit der ungestorten
in Abbildung 5.6(a), so sieht man, dafl die beim
Upsweep bzw. Downsweep erreichten Aste deut-
lich langer oder kiirzer werden, obwohl sich die
Gesamtliange des Astes nur geringfiigig veran-
dert hat. Durch geeignetes Hinauf- und wieder
Herunterfahren der angelegten Spannung kon-
nen jedoch weiterhin alle stabilen Aste auch in
der Simulation vollstandig erhalten werden.

Auch bei der Kennlinie mit o = 8 % hat sich die
Struktur der vollsténdigen Kennlinie nicht qua-
litativ veréindert. Bestimmte Aste konnen al-
lerdings sowohl durch einen Upsweep als auch
durch einen Downsweep nicht mehr erreicht
werden, dies gilt auch flir eine noch so ge-
schickte Kombination von Upsweep- und Down-
sweep. Im Experiment wird dieser Ast damit
nicht mehr beobachtet. Es ist allerdings durch-
aus denkbar, da3 ein Ast nur bei einem Up-
sweep oder bei einem Downsweep ausgelassen
wird, bei der anderen Richtung der Spannungs-
variation jedoch erreicht wird.

Die Bedingung dafiir, dafl ein Ast beim Up-
sweep ausgelassen wird, ist, dafl der rechte Ab-
bruchpunkt (Sattel-Knoten-Bifurkation) bei ei-
ner kleineren Spannung liegt als der des links
angrenzenden Astes. Analog wird ein Ast beim
Downsweep ausgelassen, wenn dessen linker Ab-
bruchpunkt bei einer gréfleren Spannung liegt
als der des rechts angrenzenden Astes. Um zu
Uberpriifen, ob bei einem bestimmten Storungs-
grad « bereits Aste ausgelassen werden, ist es
damit nicht notwendig, die Kennlinie fiir den be-
treffenden Wert von « tatséchlich zu berechnen.
Ausreichend ist vielmehr eine Auftragung der
Lage (Spannung U) der Sattel-Knoten-Bifurka-
tionen in Abhéngigkeit von «. Fiir praktische
Zwecke ist dieses Verfahren jedoch wenig sinn-
voll, da man wissen muf}, welche Sattel-Knoten-

Bifurkationspunkten in einem Cusp-Punkt zu-
sammenlaufen. Bei einer Auftragung in der U-
Np-Ebene mit festem « ist diese Information
vorhanden, weil dort der Cusp-Punkt erreicht
wird. Bei einer Auftragung in der U-a-Ebene
bei festem Np ist dies jedoch nur dann Fall,
wenn Np gerade an der Grenze zur Astbildung
liegt und o entscheidet, ob sich Aste bilden kon-
nen oder nicht.

Aus diesem Grund wurde in Abbildung 5.7 die
Darstellung in der U- Np-Ebene gewahlt und die
Lage der Bifurkationspunkte fiir zwei verschie-
dene Werte von a aufgetragen. Mittels dieser
Diagramme kann gepriift werden, ob fiir den be-
treffenden Wert von « bei einer bestimmen Do-
tierung bereits Aste ausgelassen werden. Es ist
unmittelbar einsichtig und wird auch durch Ab-
bildung 5.6 bestétigt, dafl Aste zuerst bei héhe-
ren Spannungen iibersprungen werden. Da die
Aste dann flacher sind, reichen kleinere relative
Anderungen der Astlingen aus.

In Abbildung 5.7 sind auch die Positionen
der Hopf-Bifurkationen eingezeichnet. Wie auch
beim ungestorten Ubergitter sind diese su-
perkritisch. Damit gibt es genau im Innern
der Hopf-Kurve ungeddmpfte Oszillationen. Fiir
diese wurden die Schwingungsfrequenzen und
Amplituden in Abhéingigkeit von den Parame-
tern berechnet und in Abbildung 5.10 darge-
stellt. Wenn sich der oszillationsfidhige Bereich
verschiebt und verformt, so wird auch der Be-
reich, in dem Amplitude und Frequenz in der
Darstellung ungleich Null sind, verschoben und
verformt. Wenn man davon absieht, so ver-
andern sich die Frequenzen und Amplituden
bei Stérung des Ubergitters allerdings nur un-
wesentlich (vergleiche Abbildung 4.15 auf Sei-
te 38).

Die Abbildungen 5.9 und 5.8 zeigen abschlie-
Bend die Verdnderung von Kennlinien bei ver-
schiedenen Dotierungen mit wachsender Sto-
rung. Dargestellt sind jeweils die simulierte
Kennlinie sowie der stabile Teil der durch Zweig-
verfolgung bestimmten. Wie man dort sehen
kann, sind die prinzipiellen Effekte (Verschie-
bung der Aste usw.) bei allen untersuchten Do-
tierungen die selben. Zu Effekten wie dem Aus-
lassen von Asten bei der Simulation von Kenn-
linien sind — wie eben schon erwahnt — bei hohe-
ren Dotierungen jedoch kleine Werte fiir a aus-
reichend.'?

10Djes ist der Grund, warum in dieser Arbeit durchgehend etwas hohere Dotierungen als zum Beispiel in [Sch95b] verwen-
det wurden. Diese Arbeit hat im Gegensatz zur eben erwahnten nicht das primére Ziel, méglichst gute Ubereinstimmung
mit einer bestimmten experimentellen Probe zu erzielen, sondern allgemein die Auswirkungen von Storungen auf die

Domaéanendynamik zu untersuchen.
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Abbildung 5.7: Lage der Bifurkationspunkte (,Phasendiagramm®) fiir verschiedene Werte von «. Eine
entsprechende Grafik fiir das ungestorte Ubergitter befindet sich in Abbildung 4.22 auf Seite 43.

5.4 Vergleich verschiedener Fluktuationsrealisierungen

Im den Abschnitten 5.1 und 5.2 wurde gezeigt,
daf} es eine direkte Korrespondenz zwischen der
lokalen Dotierung und den Asten der Kennli-
nie gibt. Fiir hinreichend hohe Dotierung ist
ein Vergleich verschiedener Fluktuationsreali-
sierungen damit trivial. Wichtig dagegen ist die-
ses flir das Auftreten von Ostzillationen.

Wie im vorgehenden Abschnitt gezeigt wurde,
andern sich die Schwingungsfrequenzen nur un-
wesentlich, wenn Ubergitter mit verschiedenem
Storungsgrad « verglichen werden. Auch die
Amplituden dndern sich hauptséchlich dadurch,
dafl das Gebiet, in dem Oszillationen auftreten,
verschoben und verformt wird. Die wichtige Fra-
ge ist also, wie sich dieses Gebiet andert. Zweck-
mafigerweise wird hierfiir direkt die Lage der
Hopf-Bifurkationen untersucht.

Um moglichst groBie Effekte zu erhalten, wird
im folgenden oo = 12 % gewahlt. Bei dieser Sto-
rung ist die Aststruktur nicht mehr nur ,leicht
gestort“. Bei den hier betrachteten kleineren
Dotierungen kann das Ubergitter aber fiir die
meisten untersuchten Fluktuationsrealisierun-
gen noch als leicht gestort angesehen werden;
insbesondere gilt dieses fiir die ,,Standardreali-
sierung®, die fiir die meisten Berechnungen in
dieser Arbeit verwendet wurde.

Abbildung 5.11 =zeigt das Phasendiagramm
fiir vier verschiedene Fluktuationsrealisierun-
gen. Die genauen Daten konnen im Anhang H
gefunden werden. Gestrichelt ist in jede der Ab-
bildungen die Kurve fiir das ungestorte Uber-
gitter eingezeichnet. Wie man sofort sieht, un-
terscheiden sich die Auswirkungen der Stérung
fiir jeden der vier Félle sehr stark. Dies be-
trifft zum einen die Form, zum anderen bereits
das AusmafB, indem iiberhaupt eine Verdnder-
ung stattfindet. So dndert sich die Kurve im
Teilbild 5.11(c) beinahe tiberhaupt nicht.

Eine Zuordnung von Eigenschaften der Hopf-
Kurve zu lokalen Werten der Dotierung ist im
Gegensatz zu der Betrachtung von Kennlinien
mit Asten jedoch nicht moglich. Wie bereits im
Abschnitt 4.6 festgestellt wurde, umfafit eine
Ostzillation einen Bereich von etwa 15 Ubergit—
terperioden. Durch Betrachtung von Ostzillatio-
nen koénnen daher nur gemittelte Informationen
erhalten werden.

Trotzdem soll zundchst untersucht werden,
welche Effekte einzelne Quantentopfe haben,
wenn in ihnen die Dotierung erhoht ist. Ab-
bildung 5.12 zeigt dies fiir verschiedene Quan-
tentopfe. Mit steigender Spannung dehnt sich
die Hochfelddoméne, die bei den hier betrach-
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Abbildung 5.8: Stabile Teile der durchgehenden Kennlinien fiir verschiedene o bei unterschiedlichen Do-
tierungen. x-Achse: U [V] (0 —5), y-Achse: j [kA/cm?] (0 —8/0 —5/0 — 3). Die Lange der Aste verandert
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sich mit der Dotierung, nicht aber die ,,UnregelmaBigkeit" der oberen und unteren Abbruchpunkte.




5.4. VERGLEICH VERSCHIEDENER FLUKTUATIONSREALISIERUNGEN

a=3% a=2% 0=1%

a=4%

a=T7% a=6%

a=8%

///////////////////////////////////////

/// il I

///////////////////////////////////////

///////////////////////////////////////

///////////////////////////////////////

///////////////////////////////////////

/// ////////////////////////////////////

///////////////////////////////////////

//// / //////////////////////////////////

/////////////////////////////f/////////

/////////////////////////////////////,/

/////////////////////////////«/////////

//////////////////////////////,//f////

//////////////////////////,//,/,//,/,//

//// 01,1511 00000000 11 /

/////////////////////,///////////'///

////////////////,////,////,///,//,/,//

il //////////////////////////,//////

/////////////////////r////’//////>/

//// I ///////////// Uyl 1)/ /

/////////////////////////////'////’/’//

/////////////////////,////,///////

/////////////////////’////7//’///,/

/////////////////////,////////////////

Np~79-10'7 cm—3

Np ~6,3-10'7 cm™3

Np ~5,0-10'7 cm—3

63

Abbildung 5.9: Simulierter Upsweep der Kennlinie fiir verschiedene « bei unterschiedlichen Dotierungen,
ansonsten wie Abbildung 5.8. Im Gegensatz zur durchgehenden Kennlinie ist hier die Dotierung insbesondere
fur das Uberspringen einzelner Aste sehr bedeutsam.
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Abbildung 5.10: Abhingigkeit der Schwingungsamplitude und Schwingungsfrequenz von Dotierung und

Spannung.

teten Dotierungen allerdings sehr ,, verwaschen
ist (siche Abbildung 4.21 auf Seite 42), von
der Anode startend aus. Damit ist zu erwar-
ten, dafl Quantentopfe mit groflen Nummern
priméar Auswirkungen bei kleinen Spannungen
haben, und umgekehrt Quantentépfe mit klei-
nen Nummern primdr Auswirkungen bei gro-
Ben Spannungen. Tendenziell wird dies auch
durch die Abbildung bestétigt. Bei Quanten-
topfnummern kleiner als etwa 15 gibt es je-
doch einen iiberlagerten Effekt: Wie schon Ab-
bildung 4.7(d) auf Seite 32 zeigte, entstehen Os-
zillationen dadurch, daf sich an der Kathoden-
seite eine kleine Ladungstrageransammlung bil-
det, die zur Anodenseite wandert und dabei im-
mer starker wird. Storungen nahe an der Katho-
denseite (kleine Quantentopfnummern) machen
sich also weniger bemerkbar, weil die Ladungs-
trageransammlung in diesem Quantentopf nur
schwach ausgepragt ist. Damit ergibt sich, dafl
es einen bestimmten Quantentopf gibt, dessen
Storung dazu fiithrt, dafl sich das oszillationsfa-
hige Gebiet am meisten zu hohen Spannungen
hin ausdehnt. Bei kleineren Quantentopfnum-
mern kommt es weiterhin zu einer Verschiebung
in Richtung hohere Spannungen, die aber nicht
so stark ist. Diese Grenze liegt etwa zwischen

dem 17-ten und dem 18-ten Quantentopf (siehe
auch Abbildung 5.14).

Vergleichbares ergibt sich auch fiir den Fall,
daB die Dotierung lokal verringert wird (Abbil-
dung 5.13). Betrachtet man die Folge fiir den
35-ten bis zum 20-ten Quantentopf, so ergibt
sich eine monotone Verédnderung. Etwa ab dem
15-ten Quantentopf wird der Effekt wieder klei-
ner. Die Details der Abbildung sind allerdings
schwerer zu erklaren als fiir den Fall der lokal
erhohten Dotierung. Tendenziell ist sind die Ef-
fekte der lokalen Verringerung der Dotierung in
einem Quantentopf allerdings entgegengesetzt
den denjenigen bei einer Erhéhung der Dotie-
rung.

Abbildung 5.14 zeigt den Effekt, wenn nicht
nur die Dotierung in einem Ubergitter, sondern
gleichzeitig in zwei benachbarten erhdht ist. Ge-
wahlt wurden der 17-te und der 18-te Quanten-
topf. Bei diesen fiihrt die Erhéhung der Dotie-
rung zu einem weiteren Ausdehnen der Hopf-
Kurve zu hoheren Spannungen hin als bei al-
len anderen Quantentdpfen. Durch die Uberla-
gerung der beiden Storung kommt es zu einer
weiteren Ausdehnung zu héheren Spannungen,
als es durch eine Stérung alleine geschieht. Al-
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Abbildung 5.11: Vergleich der Oszillationsbereiche bei verschiedenen Fluktuationsrealisierungen. Die La-
ge der Hopf-Bifurkationen bei « = 12 % ist mit durchgezogenen Linien eingezeichnet; die gestrichelte Linie
stellt die Lage fiir das ungestorte Ubergitter dar. (a) Standardrealisierung, die fiir die meisten Abbildungen
in dieser Arbeit verwendet wurde. (b)-(d) Andere Realierungen, genaue Daten sieche Anhang H.

lerdings verformt sich die neue Kurve deutlich
und erreicht hohere Werte fiir Np. Dieser Effekt
ist bei den beiden Einzelstérungen nicht vorhan-
den.

Durch die Untersuchung einzelner Stérung koén-
nen zwar gewisse Eigenschaften der Kurven aus
Abbildung 5.11 wie zum Beispiel das Plateau
aus Teilbild 5.11(d) erklért werden. Durch das
Zusammenwirken entstehen jedoch weitere Ver-
formungen, auflerdem koénnen sich die Auswir-
kungen lokal zu groler und zu kleiner Dotierung
auftheben. Wie das Teilbild 5.11(c) zeigt, ist ne-
ben einer Aussage iiber lokale Eigenschaften der
Dotierung auch eine iiber einen ,,globalen“ Wert

fiir @ unmoglich. Die Untersuchung von Oszilla-
tionen zwecks Bestimmung von « ist daher auf
dem momentanen Stand der Theorie nur wenig

hilfreich.

Dies wird sich auch mit einem ,,perfekten* Mo-
dell nicht &ndern: Oszillationen sind im Ubergit—
ter nicht in einem oder zwei Quantentdpfe loka-
lisiert, sondern werden von vielen Quantentop-
fen gleichzeitig beeinflult. Hierdurch wird sich
der grofite Teil der Effekte, die von den einzel-
nen Quantentdpfen verursacht werden, heraus-
mitteln. Eine Untersuchung der Aststruktur hat
diese prinzipiellen Probleme nicht.
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Abbildung 5.12: Lage der Hopf-Bifurkationspunkte (,Phasendiagramm”) fiir verschiedene Ubergitter, bei
denen in jeweils einem Quantentopf die Dotierung um 12 % erhoht ist. Die Zahlen an den Kurven geben
die Nummer des betreffenden Quantentopfs an.
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Abbildung 5.13: Lage der Hopf-Bifurkationspunkte (,Phasendiagramm®) fiir verschiedene Ubergitter,
bei denen in jeweils einem Quantentopf die Dotierung um 12 % verringert ist. Die Zahlen an den Kurven
geben die Nummer des betreffenden Quantentopfs an.
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Abbildung 5.14: Lage der Hopf-Bifurkationspunkte (,Phasendiagramm®) fiir ein Ubergitter, bei dem
die Dotierung in zwei Quantentdpfen verdndert ist. Bei der mit kurzen Strichen markierten Kurve ist die
Dotierung im 17-ten Quantentopf um 12 % erhoht, bei der mit langen Strichen markierten die im 18-ten
Quantentopf. Die durchgezogene Kurve ist die fiir ein Ubergitter, bei dem die beiden eben erwidhnten
Storungen gleichzeitig vorhanden sind.
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Kapitel 6

Stark gestorte Kennlinie

Wie bereits im Kapitel tiber die ,,Leicht gestorte Kennlinie* angedeutet wurde, kommt es bei Erhohung
des Storungsgrades « iiber einen gewissen Wert hinaus zu einer qualitativen Veranderung der Struktur
der Kennlinie. Diese soll jetzt untersucht werden.

Betrachtet man eine gestorte Kennlinie, so stellt sich unmittelbar die Frage, wie deren einzelnen Teile
(stabile Aste, instabile Aste, Bifurkationspunkte) mit denen der ungestérten Kennlinie zusammen-
héngen. Fiir leicht gestorte Kennlinien ist dieser Zusammenhang sehr einfach und wird durch die
analytisch hergeleiteten Aussagen des Abschnitts 5.1 beschreiben.

Bei stéarkeren Storungen ist dieser Zusammenhang nicht mehr so direkt zu beschreiben. Die Frage,
welche ,ungestorten Teile“ zu den entsprechenden der gestorten Kennlinie gehoren, und die Frage,
welche ,gestorten Teile® zu den entsprechenden der ungestorten Kennlinie gehoren, sind jetzt nicht
mehr dquivalent und sollen auch getrennt behandelt werden.

6.1 Ungestorte Kennlinie als Ausgangspunkt

Will man bestimmen, wie ein Zustand fiir ei- ist in Abbildung 6.1 dargestellt, Abbildung 6.2
nen Wert von o mit dem fiir einen anderen zeigt eine Vergroflerung des interessanten Be-
Wert von « zusammenhangt ist, so ist es mei- reichs.

stens nicht sinnvoll, einfach « , hochzufahren®.
Bereits im Kapitel 5 wurden deshalb nur Bifur-
kationspunkte betrachtet, bei denen nicht nur «,
sondern auch die Spannung U derart verédndert
wurden, dafl die Bifurkationsbedingung weiter-
hin erfillt wurde. Dieses gilt fiir stark gestorte
Ubergitter erst recht.

Zuerst einmal erkennt man, dafl der groBere Teil
des Kennlinienausschnitts denen aus dem Kapi-
tel iiber leicht gestorte Ubergitter ghnelt. Auch
148t sich jedem Bifurkationspunkt der unge-
storten Kennlinie einer der gestorten zuordnen.
Die Mitte des Kennlinienausschnitts zeigt je-
doch das Vorhandensein weiterer Zustande, die

Fiir die Untersuchungen in diesem Abschnitt nicht durch Zustédnde der ungestérten Kennli-
wird von einer ungestorten Kennlinie (bzw. von nie erklarbar sind. Es sei daran erinnert, daf3 die
einem Ausschnitt von ihr) ausgegangen. Die gesamte dargestellte Kurve eine einzige durch-
Sattel-Knoten-Bifurkationspunkte wurden der gezogene Linie ist. Das ,,Gewirr” in der Mitte
Reihenfolge ihrer Berechnung (d. h. in der Rei- des Ausschnitts liegt zwischen den mit ,,12* und
henfolge, wie sie auf der durchgehenden Kenn- ,»,13% bezeichneten Bifurkationspunkten. Wenn
linie liegen) durchnumeriert. Auf eine entspre- man also rechts startet, durchlduft man bis
chende Abbildung soll hier verzichtet werden. zur ,,13“ Zustande, die zur ungestorten Kenn-
Fiir diese Bifurkationspunkte wird nun « unter linie gehoren, danach das Gewirr, gelangt zur
Anpassung von U von 0% auf 10 % erhoht. »12“ und lauft dann wieder auf zur ungestorten
Als néchstes wird ein entsprechender Ausschnitt f(ennhme gehbrenden Zustinde weiter bis zum
. . . inken Rand.

der gestorten Kennlinie (fir o = 10%) be-

rechnet. Nun kann verglichen werden, inwie- Insbesondere der vergroflerte Ausschnitt in Ab-
weit die eben berechneten Bifurkationspunkte bildung 6.2 zeigt, daf es eine Vielzahl weiterer
fiir « = 10% mit denen der gestorten Kennli- Aste — nur ein kleiner Teil von ihnen ist stabil
nie fiir « = 10 % {ibereinstimmen. Das Ergebnis — gibt, die nicht durch die ungestorte Kennlinie

69



70

1
R
S,

j [kA/cm?]

375 LI L Y L D N D B B BN

KAPITEL 6. STARK GESTORTE KENNLINIE

Abbildung 6.1: Gestorte Kennlinie bei o = 10 %. Die Sattel-Knoten-Bifurkationspunkte des zugehdrigen
Ausschnitts der ungestorten Kennlinie werden durchnumeriert und die entsprechenden Bifurkationspunkte
der gestorten Kennlinie mit der gleichen Zahl bezeichnet. Der dargestellte Kennlinienausschnitt besteht aus
einer einzigen durchgehenden Kurve; das eingeschobene ,Gewirr" liegt zwischen den Bifurkationspunkten
mit den Nummern ,12" und ,13". Letzterer Teil der Kennlinie ist in Abbildung 6.2 vergroBert dargestellt.

erklarbar sind. Es mufl im folgenden Abschnitt
damit untersucht werden, was mit diesen ,zu-

sitzlichen* Zustanden geschieht, wenn « kleiner
gemacht wird.

6.2 Gestorte Kennlinie als Ausgangspunkt

Bisher wurde nur die Form der Kennlinien ver-
glichen. Fiir eine ,,physikalische* Interpretation
miissen jedoch auch die Feldverteilungen be-
trachtet werden. Im folgenden soll daher zuerst
die Verdnderung der Feldverteilung mit « fiir
zwei verschiedene Zustédnde untersucht werden,
namlich fiir einen, der mit der ,normalen® un-
gestorten Kennlinie verbunden ist, und fiir ei-
nen, fiir den das nicht der Fall ist. Damit man
zwel nicht zu weit von einander ,,entfernte” Zu-
stande betrachtet, sollte man Zusténde wéhlen,
die méglichst dicht an der Ubergangsstelle lie-
gen, d. h., als mit der ungestoérten Kennlinie ver-

bundenen Zustand sollte man einen der beiden
Punkte ,, 12 oder ,,13“ aus Abbildung 6.2 un-
tersuchen. Diese beiden Punkte haben jedoch
den Nachteil, daf§ sie bei Verringerung von «
nicht ,,direkt“ in den entsprechenden Punkt der
ungestorten Kennlinie tibergehen, sondern den
,Umweg® iiber einen Cusp-Punkt machen. Dies
ist kein prinzipielles Problem, verhindert aber,
daf3 direkt « zur Parametrisierung der berechne-
ten Daten verwendet werden kann. Aus diesem
Grund wurde der mit ,,10“ bezeichnete Bifurka-
tionspunkt ausgewéhlt. Ahnliche Probleme gibt
es bei der Auswahl eines Bifurkationspunkt, fiir
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Abbildung 6.2: Gestorte Kennlinie (VergroBerter Ausschnitt aus Abbildung 6.1).

den es keinen Zusammenhang mit einem Bi-
furkationspunkt der ungestorten Kennlinie gibt.
Hier fiel die Wahl auf den in Abbildung 6.2 mit
einem ,,c“ bezeichneten Datenpunkt (zur Orien-
tierung: Dieser Punkt liegt kurz iiber der ,, 13
Er ist der dritte Punkt von der ,Grenze“ aus
gesehen.).

Abbildung 6.3 zeigt das Ergebnis der Berech-
nung. Als erstes erkennt man, dafl die Aussage 1
aus dem Abschnitt 5.1 fiir beide betrachteten
Zustande gleichermaflen gilt: Die Verdnderung
der Elektronendichten mit steigender Stoérung
ist also ein direktes Abbild der Stérungsrealisie-
rung. Die Feldverteilung im Teilbild 6.3(a) ist,
genau wie erwartet, eine ,normale“ Felddoma-
ne, wihrend die im Teilbild 6.3(b) stark an die
»seltsamen® Zustande aus dem Abschnitt 4.7 er-
innert.

Es ist also zu vermuten, dafl ,seltsame“ sta-
tionére (aber fast immer instabile) Losungen
des ungestorten Ubergitters eine Rolle fiir die
(durchgehende) Kennlinie des gestorten spielen.

Dies kann wie folgt bewiesen werden: Es wird
von der gestorten Kennlinie ausgegangen und
fiir jeden Bifurkationspunkt der entsprechende
Punkt bei o« = 0% bestimmt. Auf Grund der
hohen Zahl von Bifurkationspunkten muf3 man
sich allerdings auf einen kleineren Ausschnitt
der Kennlinie beschréinken, als dieses im letzten
Abschnitt geschehen ist.

In Abbildung 6.4 ist ein solcher Ausschnitt fiir
a = 10% gezeichnet. Fiir jeden Bifurkations-
punkt wurde a von 10% auf 0% gesenkt und
der entsprechende Punkt bei « = 0% be-
stimmt. Bei einigen Bifurkationspunkten war
dieses nicht moglich, da sie mit einem ande-
ren Bifurkationspunkt in einem Cusp-Punkt zu-
sammenliefen. Die beiden Bifurkationspunkte
wurden dann mit dem selben Buchstaben be-
zeichnet. Bei wieder einigen anderen konnte der
Zusammenhang wegen numerischer Probleme
nicht exakt bestimmt werden, es ist aber sehr
wahrscheinlich, dafl diese auch in einem Cusp-
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Abbildung 6.3: Veridnderung von Feldstarken und Elektronendichten mit steigender Stérung a. Oben sind
die Feldstarken und unten die Elektronendichten dargestellt, links der fiir einen Zustand auf der ,normalen”
Kennlinie (in Abbildung 6.2 als , 10" bezeichnet) und rechts der fiir ein ,seltsames” Stiick der Kennlinie (in

Abbildung 6.2 als ,c"* bezeichnet).

Punkt zusammenlaufen® (zum Beispiel die klei-
nen Aste zwischen ,D* und ,C“). Fiir die mei-
sten Bifurkationspunkte bei o = 10 % existiert
jedoch ein entsprechender Zustand bei a = 0 %.
Die betreffenden Zustande bei a = 10% sind
durchnumeriert (die Numerierung stimmt nicht
mit der im vergangenen Abschnitt iiberein). In
den nachfolgenden Abbildungen sind Kennlini-
enstiicke dargestellt, die die entsprechenden Bi-
furkationspunkte bei @ = 0% enthalten, wobei
die Bifurkationspunkte mit der selben Zahl wie
in Abbildung 6.4 markiert sind.

In den Abbildungen 6.6 oder 6.5 sind die ,,Ziel-
zustande” fiir o = 0 % dargestellt. Bei der Kur-
ve in Abbildung 6.6 handelt es sich — wie zu

erwarten war — um die ,normale* ungestorte
Kennlinie Die ,Kennlinien“ in Abbildung 6.5
sind dagegen eindeutig ,seltsame* Kennlinien-
stiicke, wie sie im Abschnitt 4.7 behandelt wur-
den. Das Aussehen und die Feldverteilung aus
Abbildung 6.3(b) stimmen also exakt mit dem
Typ (d) in den Abbildungen 4.25 und 4.26
auf Seite 46 ein. Die Feldverteilung in Abbil-
dung 6.3(b) und die Form der Kennlinienstiicke
bei @« = 0% ist charakteristisch fiir die Zu-
stdnde, die zum ,,Gewirr“ in der stark gestorten
Kennlinie gehoren. Insgesamt wurde dieser Vor-
gang fiir iiber 200 Datenpunkte durchgefiihrt,
ohne daf} auch nur einmal ein andersartiger Zu-
stand erhalten wurde.

1Ein Cusp-Punkt wird nicht durch eine einfache Eigenwertbedingung definiert wie zum Beispiel eine Hopf-Bifurkation
oder eine Sattel-Knoten-Bifurkation. Bei letzteren werden neben der ,bekannten“ Eigenwertbedingung nur Nichtentar-
tungen hoherer Koeffizienten gefordert. Fiir einen Cusp-Punkt ist das Verschwinden hoherer Terme jedoch essentiell,
da dies sein einziger Unterschied im Vergleich zu einer einfachen Sattel-Knoten-Bifurkation ist. Bei einem solch hochdi-
mensionalen Problem lassen sich jedoch Konvergenzprobleme bei komplexen Bedingungen nicht vermeiden (vergleiche

Anhang F).
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Abbildung 6.4: Gestorte Kennlinie mit bezeichneten Sattel-Knoten-Bifurkationen. Ist eine Sattel-Knoten-
Bifurkation mit einer Zahl bezeichnet, so bedeutet dies, daB sie fiir « = 0% in die gleichbezeichnete
Bifurkation aus Abbildung 6.6 bzw. 6.5 libergeht. Eine Bezeichnung mit einem GroBbuchstaben dage-
gen bedeutet, daB bei kleiner werdenden Storungen die gleich bezeichneten Bifurkationspunkte in einem
Cusp-Punkt zusammenlaufen. Bei unbezeichneten Bifurkationen war eine Zuordnung wegen numerischer

Probleme nicht moglich.

6.3 ,,Seltsame* Zustande

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurden von
der ungestorten Kennlinie ausgehend die betref-
fenden Punkte auf der gestérten Kennlinie und
im zweiten Abschnitt von der gestorten Kenn-
linie ausgehend alle dazugehdrenden Zustande
bei o = 0% bestimmt. Da die ,seltsamen“ Zu-
stdnde im Kapitel 4.7 nur fiir das ungestor-
te Ubergitter behandelt wurden, muff an dieser
Stelle nun fiir diese untersucht werden, wie sie
sich bei einer Erhchung von « verhalten.

In Abbildung 6.7 ist dargestellt, wie sich das
seltsame Kennlinienstiick aus Abbildung 6.5(d)
verdndert, wenn « erhoht wird. Die erste Aussa-
ge, die getroffen werden kann, ist diejenige, daf3
mit wachsendem « die Kurve immer komplizier-
ter wird. Dies geschieht dadurch, dafl in einem

Cusp-Punkt zwei Sattel-Knoten-Bifurkations-
punkte und damit ein weiterer Ast entstehen.
Dies ist vergleichbar der Entstehung der Aste
der normalen Kennlinie, wenn vom schwach do-
tierten Ubergitter ausgegangen und dann die
Dotierung erhéht wird. Bei jeder Sattel-Knoten-
Bifurkation muf} ein Eigenwert der Jacobi-Ma-
trix sein Vorzeichen wechseln, d.h., der neue,
eingeschobene Ast unterscheidet sich in genau
einem Vorzeichen vom urspriinglich einheitli-
chen Ast. War letzterer stabil, so muf} der ein-
geschobene Ast instabil sein (genau wie bei der
Astbildung bei Erhéhung der Dotierung). War
er dagegen instabil, so ist der eingeschobene Ast
entweder noch ,instabiler” oder er ist ,stabiler®.
Insbesondere bedeutet dies, dafl, wenn der Ast
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Abbildung 6.5: Ungestorte, instabile Kennlinienteile. Markiert sind die zu den Bifurkationspunkten aus
Abbildung 6.4 gehorenden Punkte. Ist ein Bifurkationspunkt nicht mit einer Beschreibung versehen, so
bedeutet dies nur, daB er nicht mit einem der Punkte aus Abbildung 6.4 verbunden ist; es ist also durch-

aus moglich, daB der entsprechende Punkt fiir = 10% ganz einfach auBerhalb des fiir Abbildung 6.4
berechneten Bereichs liegt.
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Abbildung 6.6: Ungestorte ,normale” Kennlinie. Erlauterungen siehe Abbildung 6.4.

vorher genau eine instabile Mode besaf, der ein-
geschobene Ast durchaus stabil sein kann.

In Abbildung 6.7 sind wegen der groflen An-
zahl instabiler Aste nur wenige Details zu erken-
nen. Deswegen sind die selben Daten noch ein-
mal in Abbildung 6.8 aufgetragen worden, wobei
allerdings alle instabile Aste weggelassen wur-
den. Man sieht jetzt, dal bei hoheren « (klei-
ne?) Teile der Kurve stabil werden. Wenn man
genau hinsieht (und weif}, wonach man suchen
muf), erkennt man, dafl der stabile Ast bereits
bei o = 2% vorhanden ist und bei weiterer Er-
héhung von « nur noch seine Gréfle dndert.

Die Kennlinienstiicke, die in den Abbildun-
gen 6.7 und 6.8 dargestellt sind, konnten nur
fiir diskrete Werte von « gezeichnet werden. Ei-
ne andere Form der Darstellung ist fiir Kennli-
nien (mit Multistabilitdt) auch schwer vorstell-
bar. Interessiert man sich nicht fiir die exakten
Werte der Stromdichte, sondern nur fiir die La-
ge (Spannung) der Bifurkationswerte, so kénnen
diese als Funktion von « aufgetragen werden.
Bereits in den vorherigen Kapiteln wurde die
prinzipiell gleiche Darstellungsweise verwendet,
wenn die Lage von Bifurkationspunkten im Np-
U-Diagramm eingezeichnet wurde.

Eine solche Darstellung findet sich in den Abbil-

dungen 6.9(a) und 6.9(c). Letztere beruht wie
die meisten Berechnungen auf der Kurve aus
Abbildung 6.5(d), wihrend die andere von Ab-
bildung 6.5(e) ausgeht, um zu zeigen, daf fir
alle seltsamen Kennlinienstiicke das prinzipiel-
le Verhalten gleich ist. Die beiden Teilbilder
unterscheiden sich jedoch noch einem weiteren
Punkt: Fiir Abbildung 6.9(a) wurde vom unge-
storten System (o = 0) ausgegangen, wihrend
fiir Abbildung 6.9(a) die bereits mit o = 8 % ge-
storte Kennlinie als Ausgangspunkt genommen
wurde. Startet man mit den Daten fir o = 0%,
so werden alle Paare von Sattel-Knoten-Bifur-
kationspunkten, die erst bei einem bestimmten
Wert von « in einem Cusp-Punkt entstehen,
nicht beriicksichtigt. Dies erkléart, weshalb in
den beiden Teilbildern unterschiedlich viele Li-
nien zu sehen sind.

Zuerst soll die ,,einfachere* Abbildung 6.9(a) un-
tersucht werden: Es féllt auf, dafl nicht — wie
eigentlich vermutet werden kann — fiir a = 0%
und a = 10 % jeweils vier Sattel-Knoten-Bifur-
kationspunkte existieren. Vielmehr ,dreht* sich
eine der von o = 0 ausgehenden Linien um und
lauft zurtick. Als Ergebnis existieren fiir o = 0 %
jetzt funf Bifurkationspunkte, also einer ,zu-
viel“. Dieser ist in der Abbildung mit einem ,,a“
markiert. Berechnet man jetzt das durch den

2Die Linge dieser Teile wichst mit steigendem «. Die Linge, die sie erreichen kénnen, hingt also davon ab, wie grofi o
werden darf, bevor sich die Struktur wie im néachsten Abschnitt beschrieben qualitativ verdndert. Fiir das hier darge-

stellte Kennlinienstiick ist dieser Wert relativ klein.
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Abbildung 6.7: Seltsame Zustande bei wachsender Storung. Dargestellt ist die Veranderung des ge-
schlossenen Kennlinienstiicks aus Abbildung 6.5(d) bei wachsender Stérung.
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Abbildung 6.8: Seltsame Zustande bei wachsender Stérung. Die dargestellten Daten sind die selben wie
in Abbildung 6.7, allerdings sind aus Griinden der besseren Ubersicht die instabilen Zustande weggelassen
und nur die stabilen Zustande sowie die Sattel-Knoten-Bifurkation eingezeichnet.
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Abbildung 6.9: Verbindungen zwischen gestorten und ungestorten Zustanden. Aufgetragen ist im Teil-
bild (a) die Lage (U) der Sattel-Knoten-Bifurkationen in Abhingigkeit vom Stérungsparameter «, wobei
von den Bifurkationspunkten aus Abbildung 6.5(e) ausgegangen wird. Die Bezeichnungen am Rand des Dia-
gramms (d. h. bei &« = 0% bzw. o = 10 %) entsprechen denjenigen aus Abbildung 6.5 bzw. Abbildung 6.4.
Der Zustand, der mit ,a" bezeichnet ist, entspricht keinem der Bifurkationspunkte, die in Abbildung 6.5 oder
6.6 dargestellt sind. Die Kennlinie, die zu diesem Zustand gehdrt, ist im Teilbild (b) dargestellt. Analog fiir
die Teilbilder (c) und (d), bei denen von Abbildung 6.5(d) ausgegangen wurde. Fiir die Beschreibung der
weiteren Unterschiede siehe Text.
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Punkt ,a“ gehende Kennlinienstiick, so ergibt
sich ein weiteres geschlossenes Kennlinienstiick
(Abbildung 6.9(b)). Ahnliches kann auch fiir die
Kurve in Abbildung 6.9(c) durchgefithrt wer-
den. Da mit den Daten fir « = 8% gestartet
wurde, sind schon viel mehr Bifurkationspunk-
te entstanden. Obwohl diese Bifurkationspunkte
erst bei hoheren Werten fiir o entstanden sind,
sind sie mit Zustdnden bei @ = 0 verbunden.
Insgesamt ergeben sich vier neue Bifurkations-
punkte bei a = 0, die alle auf dem Kennlini-
enstiick aus Abbildung 6.9(d) liegen. Die Tat-
sache, daf man in Abbildung 6.9(b) nur einen
von insgesamt vier Bifurkationspunkten durch
a-Variation findet, liegt also nur daran, dafl man
mit ,,zu wenigen“ Zustanden begonnen hat.

In den Abbildungen wird nicht einfach nur der
Parameter « variiert. Durch die Bifurkationsbe-
dingung erhélt man eine weitere Bestimmungs-
gleichung, so dafl ein weiterer Parameter (z. B.
U) gleichzeitig angepafBit werden kann und mus.
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Als Ergebnis dieser zweiten Gleichung ist die
Variation von o und U vollkommen gleichwer-
tig. Insbesondere ist es also nicht zwingend, dafl
die gesamte Kurve durch eine dieser beiden Gro-
Ben parametrisiert werden kann. Die Kurve darf
also durchaus lokale Extrema beziiglich a besit-
zen. Wie im néchsten Abschnitt an einem an-
deren Beispiel gezeigt werden wird, fithrt das
Durchlaufen solcher Extrema zum ,, Abschnii-
ren“ von Teilen der Kennlinie, die dann als ei-
genstandige geschlossene Kennlinienstiicke wei-
terexistieren.

Diese Thematik soll jedoch nicht weiter vertieft
werden, da hierdurch keine ,,praktisch* verwend-
bare Aussagen iiber das Verhalten von Halblei-
teriibergittern gewonnen werden konnen. Man
muf} also leider feststellen, dal durch einfa-
che U-a-Diagramme nur beschrénkte Aussagen
moglich sind und man h&ufig doch darauf ange-
wiesen ist, die tatsidchlichen Kennlinien(stiicke)
fiir verschiedene a zu berechnen.

6.3.1 Zusammenwachsen von geschlossenen Kennlinienstiicken

Ausgangspunkt des letzten Abschnitts war, daf3
die gestorte Kennlinie aus mehreren urspriing-
lich getrennten Teilen besteht: zum einen die
,hormale“ ungestorte Kennlinie, zum anderen
seltsame” Kennlinienstiicken. Beide miissen in
einer bestimmten Weise, die im néchsten Ab-
schnitt behandelt wird, in ,,Wechselwirkung"
treten. Die Frage ist jetzt, ob diese Wechsel-
wirkung direkt geschieht oder ob die seltsamen
Kennlinienstiicke vorher untereinander ,reagie-
ren®. Die Antwort lautet ,,sowohl als auch®, es
kommt beides vor.

In Abbildung 6.10 ist die Entwicklung von drei
geschlossenen Kennlinienstiicken mit wachsen-
dem o dargestellt. Es handelt sich von links
nach rechts um die bereits in den Abbildun-
gen 6.5(b), 6.5(c) und 6.5(d) dargestellten Kur-
ven. Mit wachsendem « werden die einzelnen
Kurven immer komplizierter, wie dies bereits
in Abbildung 6.7 gefunden wurde. Die eben er-
wahnte Abbildung zeigte die Entwicklung des
isolierten Kennlinienstiicks bis zum Wert o =
8%. Da es sich bei @« = 9% bereits mit sei-
nen beiden Nachbarn verbunden hat, muf3 die-
ser Ubergang also bei einem Wert fiir a zwischen
8 % und 9 % erfolgt sein. Der genaue Mechanis-
mus, wie dieses Zusammenwachsen erfolgt, wur-
de nicht untersucht; es ist kann allerdings als si-
cher gelten, dafl es sich um den selben handelt,
wie er im nichsten Abschnitt erlautert wird.

Eine Ungereimtheit féllt einem bei genauerer
Betrachtung von Abbildung 6.10 oder beim Ver-
gleich der Kurve fir « = 8% in Abbildung

6.7 mit dem entsprechenden Teil der Kurve fiir
a = 9% in Abbildung 6.10 auf: Im rechten
oberen Teil jedes Kennlinienstiicks befinden sich
jeweils Paare von Sattel-Knoten-Bifurkationen,
wahrend bei der Kurve fiir a = 9% immer nur
ein Bifurkationspunkt zu sehen ist. Wo ist also
der andere Punkt geblieben?

Setzt man sich auf einen der ,,verschwundenen®
Punkte und erhoht die Storung auf o = 9%,
so ergibt sich, dafl der Bifurkationspunkt dann
auf einem Kennlinienstiick, wie es in Abbil-
dung 6.11(a) dargestellt ist, liegt. Es hat sich
also ein Kennlinienstiick ,,abgeschniirt“. Die La-
ge (Spannung) der beiden Sattel-Knoten-Bifur-
kationen in Abhéngigkeit von « ist in Abbil-
dung 6.11(b) aufgetragen.

Auf den ersten Blick mag die Auftragung der
Bifurkationspunkte im «-U-Diagramm wenig
aussagekriftig erscheinen. In Wirklichkeit kann
man aus diesen jedoch die Kennlinien fiir alle
Werte von «a ermitteln. Dies soll an Hand er
Prinzipskizze 6.11(c) einmal durchgefithrt wer-
den.

In einem  Sattel-Knoten-Bifurkationspunkt
»dreht* sich die Kennlinie um und lauft wie-
der zuriick. Nur an Hand der Bifurkationslinien
kann man aber nicht ohne weiteres erkennen,
auf welcher Seite des Bifurkationspunktes der
betreffende Teil der Kennlinie liegt. An dieser
Stelle hilft es, dafl es einen Cusp-Punkt gibt.
Wie bereits aus dem Abschnitt 2.6 bekannt ist,
gibt es im ,,Innern* der beiden von ihm ausge-
henden Aste drei Losungen, wahrend es aufler-
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Abbildung 6.10: Zusammenwachsen ,seltsamer’ Kennlinienstiicke. Es wachsen drei kleinere Kennlinien-
stiicke zu einem groBeren zusammen. Eines dieser drei ist das aus Abbildung 6.7. Wie sich aus dem Vergleich
dieser beiden Abbildungen ergibt, geschieht das Zusammenwachsen zwischen o = 8 % und a = 9 %.
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Abbildung 6.11: Bei ErhShung der Stérung sich abspaltender Zustand. Der Bifurkationspunkt rechts
oben im Teilbild (a) entsteht aus dem mit einem ,b" bezeichneten Bifurkationspunkt (a« = 8 %) in Ab-
bildung 6.7. Im Teilbild (b) ist die Veranderung der Lage der Bifurkationspunkte bei Veranderung von «
dargestellt. Die beiden Zustande fir a = 8 % sind aufeinanderfolgende Bifurkationspunkte aus der Kurve
in Abbildung 6.7 fiir & = 8 %. Die beiden linken Zustdnde fiir & = 9% sind ebenfalls aufeinanderfolgende
Bifurkationspunkte, jedoch aus Abbildung 6.10. Die beiden rechten Bifurkationspunkte sind diejenigen aus
Teilbild (a). (c) Prinzipskizze zur Konstruktion der Kennlinie, weitere Erlauterungen siehe Text.

halb nur eine gibt. Die Kennlinie mufl in der
Néhe der Punkte ,,c* und ,,d“ also so verlaufen,
wie es durch die kleinen Halbkreise angedeutet
ist. Bei jeder Umkehrung der Richtung der Bi-
furkationslinie mu$ sich auch die Offnung der
Halbkreise umdrehen. Es kann damit die Ori-
entierung der Halbkreise und damit auch die
»lokale Kennlinie“ an jedem Punkt der Bifur-
kationslinie bestimmt werden. Zusétzlich darf
das System in ,grofler Entfernung“ von dem
hier beschriebenen Verhalten nichts bemerken.

Da oberhalb der Grafik keinerlei Bifurkationen
mehr stattfinden (bzw. diese nichts mit dem
hier untersuchten Verhalten zu tun haben), aber
trotzdem noch eine Losung existiert, muf3 dies
auch fiir alle anderen ,,Hohen“ gelten: Es kommt
von rechts eine Losungskurve und es lduft eine
nach links weiter.

Mit diesem Wissen konnen jetzt alle Kennli-
nien konstruiert werden, indem die Halbkrei-
se (,lokalen* Kennlinienstiicke) geeignet ver-
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(a) a klein

(b) Zwischenzustand

(c) o groB

Abbildung 6.12: Prinzipielle Struktur der Kennlinie bei verschieden stark gestortem Ubergitter. (a) Bei
kleinen Stdrungen ist die ,normale” Kennlinie (durchgezogene Kurve) im wesentlichen unverdndert. Zusatz-
lich existieren isolierte, geschlossene Losungskurven (gerastert eingezeichnet). (c) Bei hdheren Stérungen
haben sich die beiden Strukturen vereinigt. Damit dieses moglich ist, muB es einen Zwischenzustand geben,
bei ,normale* Kennlinie und Isola sich gerade beriihren (Teilbild (b)).

bunden werden, wobei das Wissen iiber die
von rechts kommenden Kennlinienstiicke be-
riicksichtigt werden mufl. Fiir die Punkte im
unteren Teil der Abbildung bedeutet dies, dafl
die Kennlinie von rechts kommend zum Punkt
»a' gehen, danach zum Punkt ,b“ laufen und
schlieBSlich nach rechts weiterlaufen muf3. Es er-
gibt sich damit notwendigerweise die rechts dar-
gestellte Kennlinie.

Fiir die mittlere Kennlinie ergibt sich folgender
Verlauf: Von rechts kommend geht die Kennli-
nie zum Punkt ,c“. Sie muf} bereits am Punkt
,d*“ wieder umkehren und nach links weiterlau-
fen. Wiirde sie ndmlich bis zum Punkt ,f* ge-
hen, so gébe es keinerlei Moglichkeit, die beiden
freien ,,Ausgéinge® des Punktes ,,d“ zu verschlie-

Ben, so dafl nach links mindestens zwei Losun-
gen entweichen wiirden. Die beiden jetzt noch
unbenutzten Punkte ,,e“ und ,f* miissen not-
wendigerweise eine Isola formen, da nur so keine
Losungsaste nach rechts oder nach links entwei-
chen konnen. Die gesamte Kennlinienstruktur
ist wiederum rechts davon dargestellt.

Im oberen Teil der Grafik schlie3lich miissen mit
der gleichen Begriindung ,,g“ und ,,h* eine Iso-
la bilden. Ein Verlauf der Kennlinien wie in der
Néhe eines Cusp-Punktes ist nicht moglich, da
dies die Existenz eines Cusp-Punkt erzwingen
wiirde. Da dort keine weiteren Bifurkationen
mehr stattfinden, zeigt der durchgehende Teil
der Kennlinie kein besonderes Verhalten mehr.

6.4 Zusammenwachsen der Kennlinie

Wie in den vorherigen Abschnitten dargelegt
wurde, liegt bei kleinen Stérungen etwa eine
Struktur vor, wie sie in Abbildung 6.12(a) dar-
gestellt ist: Die ,normale* Kennlinie ist im we-
sentlichen unverandert, zusatzlich gibt es Iso-
las, von der ,,durchgehenden“ Kennlinie getrenn-
te geschlossene Losungskurven. Bei grofieren
Storungen, wie sie in diesem Kapitel behan-
delt wurden, liegt dagegen der Fall aus Abbil-
dung 6.12(c) vor: Es gibt nur noch eine durchge-
hende Losungskurve, die Teile enthalt, die vor-
her getrennt waren. Damit muf} es an einem be-
stimmten Punkt ein Stadium geben, wie es in
Abbildung 6.12(b) gezeigt ist: Die beiden Teile,
durchgehende Kennlinie und Isola, haben sich
an genau einem Punkt verbunden.

LaBt man den ganzen Vorgang in umgekehr-
ter Richtung verlaufen, also von hohem « hin
zu kleinerem, so kann man diesen Vorhang mit
dem Abschniiren eines Teils einer Amdébe ver-
gleichen. Das Teilbild 6.12(b) entsprecht dann

genau dem Moment, in dem das abgeschniirte
Teil noch in genau einem Punkt mit der Zelle
verbunden ist.

Die notige Vorarbeit, um diesen Vorgang be-
schreiben zu kénnen, wurde bereits bei der Be-
handlung der Isola-Bifurkation im Abschnitt 2.5
auf Seite 5 geleistet. Es missen an dieser Stel-
le jedoch noch einige weiteren Vorbemerkun-
gen gemacht, da im Abschnitt {iber die Sattel-
Knoten-Bifurkation nur das ,normale Ausse-
hen“ behandelt wurde: Die beiden Losungsaste,
die sich im Bifurkationspunkt schneiden, ver-
andern in ihm nur unwesentlich ihre Steigung.
Hierdurch ist die Zuordnung der vier beteilig-
ten Teildste zu zwei durchgehenden Asten leicht
moglich.

Dies ist jetzt nicht mehr der Fall. Die Bifurkati-
on geschieht ndmlich (fast) genau in dem Punkt,
in dem die Stromdichte bei der normalen Kenn-
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Abbildung 6.13: Zusammenwachsen eines seltsamen Kennlinienstlicks mit der normalen Kennlinie. Dar-
gestellt sind der prinzipielle Verlauf der normalen Kennlinie und eines seltsamen Kennlinienstiicks vor dem
Zusammenwachsen (Teilbild (a)), im Augenblick des Zusammenwachsens (Teilbild (b)) und nach dem
Zusammenwachsen (Teilbild (c)). Die Lage der transkritischen Bifurkation ist in den Teilbildern, in denen
diese nicht existiert, gestrichelt markiert. (d) Der Abstand zwischen den beiden Sattel-Knoten-Bifurkatio-
nen auf der rechten Seite ist zu klein, als daB sie durch eine numerische Berechnung gefunden werden
konnten. Statt dessen wird eine Kurve mit der Form ermittelt, wie sie fett eingezeichnet ist.

linie maximal wird?; das gleiche gilt fiir das an der Sattel-Knoten-Bifurkation, durch die der
der Bifurkation beteiligte geschlossene Kennli- betreffende Ast instabil wird. Im hier vorlie-
nienstiick. genden Fall betrdgt der Abstand nur etwa 4 -

10~7 V. Dies fiihrt zu erheblichen numerischen
Es gibt jedoch noch ein weiteres Problem: Der Problemen. Notwendige Voraussetzung fiir ei-

Maximum der Stromdichte liegt dicht neben

3Die Position des Strommaximas eines Astes und des oberen Abbruchpunktes unterscheiden sich im Gegensatz zu den
unteren Punkten nur minimal (sieche Abbildung 4.2 auf Seite 27). An dem Punkt, wo die Stromdichte maximal wird,
oder unmittelbar daneben, haben auch die Werte der Elektronendichten in den meisten Quantentopfen ein Extremum.

Fiir die hier gemachten Erlauterungen ist es also gleichgiiltig, ob man die Stromdichte oder eine beliebig herausgegriffene
Elektronenkonzentration betrachtet.
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Abbildung 6.14: Zusammenwachsen mit der normalen Kennlinie. Dargestellt sind die selben Kennlinien
bzw. Kennlinienstiicke wie in Abbildung 6.13, allerdings sind dieses die numerischen berechneten ,realen”
Kurven. Zu beachten ist, daB der MaBstab bei allen drei Teilbildern verschieden ist.
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Abbildung 6.15: Bifurkationspunkt. Aufgetragen sind im Teilbild (a) die Elektronendichten des Punk-
tes, an dem die normale Kennlinie und das erste geschlossene Kennlinienstiick zusammenwachsen. Im
Teilbild (b) ist die dazugehérige Feldverteilung dargestellt.
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Abbildung 6.16: Feldverteilung auf einem ,seltsamen” Ast in der Nahe des Bifurkationspunktes. Para-
metrisiert ist diese durch die Bogenlinge (Einheiten V und kA/cm?), wobei vom Bifurkationspunkt zu

groBeren Spannungen hin gestartet wurde.

nen Bifurkationspunkt? ist bekanntlich, daf die
Jacobi-Matrix in ihm singulér ist. Damit ver-
sagen an ihm praktisch alle Algorithmen, ins-
besondere diejenigen zur Zweigverfolgung. Des-
wegen mufl man, aus einem Bifurkationspunkt
kommend, erst einen gewissen ,Sicherheitsab-
stand“ zuriicklegen, bevor man die Algorithmen
wieder einsetzen kann. Umgekehrt mufl man

bei der Annéherung an einen Bifurkationspunkt
diesen bereits erkannt haben, bevor man den Si-
cherheitsabstand unterschreitet. Daher werden
Algorithmen verwendet, die bereits viele Schrit-
te vor diesem Sicherheitsabstand erkennen, dafl
eine Bifurkation von einem bestimmten Typ na-
her kommt und konvergieren schon von weit au-
Berhalb des Sicherheitsabstands auf diese. Dar-

4Gelbstverstindlich gilt dies nur fiir lokale Bifurkationen. Weiterhin muf die Hopf-Bifurkation ausgenommen werden, die
darin ein Sonderfall ist, dafl sich die Zahl der Fixpunkte des Systems in ihr nicht &ndert.
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aus ergibt sich unmittelbar, dafl zwei Bifurkatio-
nen von verschiedenem Typ, zum Beispiel eine
Sattel-Knoten-Bifurkation und eine transkriti-
sche Bifurkation, einen kleineren Abstand ha-
ben diirfen, als zwei mit gleichem Typ. In letz-
terem Fall wiirde ndmlich der Bifurkationser-
kennungsalgorithmus beim Verlassen des zuerst
gefundenen Bifurkationspunkts — falls er tiber-
haupt erkennt, dafl es einen weiteren Bifurkati-
onspunkt gibt — wieder auf den Ausgangspunkt
konvergieren.

Nach diesen Vorbemerkungen kann nun das
tatsachliche Verhalten beim Zusammenwach-
sen der Kennlinie behandelt werden. In Ab-
bildung 6.13(a) ist der prinzipielle Verlauf der
y,hormalen“ Kennlinie und des am Zusammen-
wachsen beteiligten seltsamen Kennlinienstiicks
eingezeichnet. Die Lage der transkritischen Bi-
furkation im Augenblick des Zusammenwach-
sen ist hier, genau wie im Teilbild (c), ge-
strichelt markiert. Die einzige Bifurkation, die
zu diesem Zeitpunkt bereits existiert, ist die
Sattel-Knoten-Bifurkation, in der der Ast der
normalen Kennlinie instabil wird. In Abbil-
dung 6.13(b) ist der Moment des Zusam-
menwachsens dargestellt. Es entsteht aus dem
,Nichts“ ein weiterer Bifurkationspunkt, nam-
lich die transkritische Bifurkation. Bei weite-
rer Erhéhung der Storungsstirke zerfillt die
transkritische Bifurkation, wie bereits im Ab-
schnitt 2.3 auf Seite 4 hergeleitet, in zwei Sattel-
Knoten-Bifurkationen. Die rechte dieser beiden
Bifurkationspunkte hat von der bereits im Teil-
bild (a) vorhandenen einen Abstand von weni-
ger als etwa 4 - 1077 V. Dieser ist, wie oben
erlautert, zu klein, als dafl diese beiden Bifur-
kationspunkte noch getrennt werden konnten.
Das einzig mogliche ist es, den Algorithmus so
zu steuern, dafl er stattdessen den Weg nimmt,
der in Abbildung 6.13(d) fett eingezeichnet ist.
Fir die Zweigverfolgung der beiden Aste links
der ehemaligen transkritischen Bifurkation hat

6.5 Weitere Erhohung von «

Wird der Stérungsgrad a immer weiter erhoht,
so konnen sich die in diesem Kapitel bisher
beschriebenen Vorgange wiederholen: Es kon-
nen sich durch Cusp-Punkte weitere Paare von
Sattel-Knoten-Bifurkationspunkten bilden, und
es konnen sich weitere ,seltsame“ Kennlinien-
stlicke mit der durchgehenden Kennlinie verbin-
den. Es ist wenig sinnvoll, alle diese Vorgéange
bis zu einer gewissen Obergrenze fiir a zu un-
tersuchen. Stattdessen ist in Abbildung 6.17 nur
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dieses selbstverstandlich keine Auswirkungen.

Nach diesen Vorbemerkungen und Prinzipskiz-
zen konnen jetzt die ,realen“ Kurven gezeigt
werden. Das erste Zusammenwachsen® eines ge-
schlossenen Kennlinienstiicks mit der norma-
len Kennlinie geschieht bei a@ = (9,042462 +
0,000003) %. Der ,Augenblick® des Zusam-
menwachsens ist in Abbildung 6.14(b) darge-
stellt, die beiden anderen Teilbilder von Abbil-
dung 6.14 die Situationen fiir minimal kleinere
bzw. groflere Storung.

Nun stellt sich die Frage nach dem Bifurka-
tionspunkt selber, d. h., wie sind an ihm die
Elektronendichten und Feldstarken im Ubergit—
ter. Bisher konnte man vermuten, dafl Zustande
auf der ,normalen“ Kennlinie und auf seltsamen
Kennlinienstiicken eindeutig durch das Feldstér-
keprofil unterschieden werden konnten. Damit
sich die beiden Kurven jedoch im Bifurkations-
punkt treffen konnen, miissen sie sich aneinan-
der anpassen. Der Daten fiir den Bifurkations-
punkt sind in Abbildung 6.15 dargestellt. Die
Feldverteilung besitzt eine eindeutig trennbare
Hoch- und eine Niederfelddoméne. In der Nie-
derfelddoméne gibt es kein Gebiet mit erhéh-
ter Feldstirke, wie es fiir seltsame Kennlinien-
stiicke typisch ist. Man kann daher feststellen,
daf sich das seltsame Kennlinienstiick der nor-
malen Kennlinie anpaf3t und nicht umgekehrt.

Als letzte Frage in diesem Zusammenhang
bleibt nur noch diejenige offen, wie genau der
Ubergang zwischen der fiir seltsame Kennlini-
enstiicke typischen Feldverteilung und derjeni-
gen am Bifurkationspunkt geschieht. Am ein-
fachste kann diese Frage beantwortet werden,
indem man die Feldverteilung in Bogenlangen-
parametrisierung, ausgehend vom Bifurkations-
punkt, auftragt. Genau dieses wurde in Abbil-
dung 6.16 gemacht. Man erkennt, wie sie ,,ziel-
strebig® in die typische Form iibergeht.

aufgetragen, wie viele Bifurkationspunkte die
durchgehende Kennlinie in Abhéngigkeit von
« besitzt. Filir das ungestorte und das leicht
gestorte Ubergitter ist diese Zahl gleich der
(doppelten) Zahl der Aste, also gleich 80. Da-
nach steigt die Zahl stark an, sobald die ersten
yseltsamen Kennlinienstiicke eingefiigt werden.
Oberhalb einer gewissen Schwelle fiir o nimmt
die Zahl der Bifurkationspunkte jedoch wieder-
um ab.

5Tatsichlich gibt es bereits ein ,fritheres* Zusammenwachsen. Dieses geschieht jedoch bei einer Spannung von nur wenigen
Zehntel Volt, so dafl dort Randeffekte nicht auszuschlielen sind.
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Abbildung 6.17: Anzahl der Sattel-Knoten-Bifurkationspunkte in Abhdngigkeit vom Stérungsgrad «. Die
Rauten geben die Datenpunkte an, die durch Berechnung einer Kennlinien fiir den entsprechenden Wert
von « ermittelt wurden. Die lineare Interpolation dieser Daten ist durch eine durchzogene Linie dargestellt.
Fir a < 8% gibt es genau 80 Bifurkationspunkte, d. h. 40 Aste, wihrend danach die Anzahl der Aste stark
ansteigt, aber auch wieder etwas abfallt.
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Abbildung 6.18: Auftrennen der Kennlinie bei sehr hohen Werten von «. Die dargestellten Daten geho-
ren zu einem durchgehenden und sechs geschlossenen Kennlinienstiicken, von denen jeweils nur die stabilen
Teile eingezeichnet sind. Die zu verschiedenen Kennlinienstiicken gehérenden Aste sind verschieden schraf-
fiert.
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Abbildung 6.19: Vergleich der durchgehenden Kennlinie mit der durch Simulation erhalten. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit sind auch von der durchgehenden Kennlinie nur die stabilen Teile dargestellt. Letztere
sind durch eine durchgezogene Linie markiert, der simulierte Upsweep durch eine etwas dickere, aber

gestrichelte Linie.

Die Erklarung hierfiir wird in Abbildung 6.18
gegeben: Genau so, wie sich geschlossene Kenn-
linienstiicke mit der durchgehenden Kennlinie
verbinden kénnen, kénnen sie sich auch von ihr
abspalten. Im Gegensatz zum bisher untersuch-
ten Fall, wo das beteiligte geschlossene Kennli-
nienstiick ein rein ,seltsames* Kennlinienstiick

war, werden beim Abspalten eines Kennlinien-
stiicks ein oder mehrere Aste der ,hormalen*
Kennlinie mitgenommen. Da in Abbildung 6.18
nur stabile Zustdnde eingezeichnet sind, um
nicht den Uberblick zu verlieren, sieht man dort
einzelne Aste, die anders gerastert sind als ihre
Nachbarn.

6.6 Vergleich von Simulation und Zweigverfolgung

Die Frage, die sich noch stellt, ist, inwiefern
die stabilen Zustdnde, die durch Zweigverfol-
gung gefunden worden sind, auch durch Simu-
lation und damit im Experiment gefunden wer-
den koénnen. Dieses Problem ergab sich bereits
bei leicht gestorten Ubergittern, wo zwar alle
Aste noch vorhanden waren, aber nicht unbe-
dingt mehr erreicht werden konnen.

Zur Beantwortung dieser Frage sind in Abbil-
dung 6.19 sowohl die durchgehende Kennlinie
als auch ein simulierter Upsweep dargestellt. Zu-
erst einmal erkennt man, daf} die Aste, die sich
abgespalten haben, weiterhin erreicht werden.
Dies war auch nicht anders zu erwarten. Zum
anderen sieht man, dal durchaus einige der kiir-
zeren stabilen Aste auch durch Simulationen er-
halten werden konnen. Diese sind in der Abbil-
dung wegen ihrer kurzen Lange bzw. des kleinen
Teils, der von ihnen wahrend des Upsweeps er-

reicht wird, nur als Punkte zu erkennen. Dies ge-
schieht primar bei kleinen Spannungen, da dort
die Aste steiler sind [Sch95b] und damit bei ge-
gebener Spannung weniger Aste als ,Konkur-
renz® auftreten.

Diese exakte Form der erhaltenen Kennlinie ver-
andert sich etwas, wenn man beriicksichtigt, daf3
in einem experimentell untersuchten Ubergitter
immer zeitliche Fluktuationen der Elektronen-
dichten auftreten, zum Beispiel durch thermi-
sche Effekte. Diese konnen in der Simulation
dadurch beriicksichtigt werden, daf§ als Start-
wert fiir die Elektronendichten bei der Simu-
lation fiir eine bestimmte Spannung nicht das
stationdre Ergebnisse fiir den vorhergehenden
Spannungsschritt genommen wird, sondern die-
ses etwas ausgelenkt wird. Diese Auslenkung ist
unabhéangig davon notwendig, da nur so garan-
tiert werden kann, dafl es instabiler Zustand
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Abbildung 6.20: Auswirkung von Auslenkungen der Startwerte der Simulation auf die erhaltene Kenn-

linie. Erlauterungen zu den Kurven siehe Text.

auch verlassen wird. Deswegen wurde in allen
in dieser Arbeit vorgestellten Simulationen die
Elektronendichte in einem Quantentopf um 2 %
erh6ht. Ahnliches wird auch von anderen Auto-
ren mit unterschiedlichen Begriindungen durch-
gefiihrt [Bon94, Sch95b]. Es ergibt sich dann die
Kennlinie aus 6.20(a).

Alternativ kann man die Stirke und die Rich-
tung der Auslenkung auch zuféllig bestimmen.
In den iibrigen Teilbildern von Abbildung 6.20
wurden die Elektronendichten in allen Quan-
tentopfen ausgelenkt, wobei die Auslenkung
flir jeden Quantentopf getrennt ,ausgewiirfelt“
wurde. Bei sehr starker Auslenkung (Abbil-
dung 6.20(d)) werden einige Aste erreicht, die
vorher iibersprungen wurden, da durch die
Auslenkung stabile Aste bereits kurz vor dem
Sattel-Knoten-Bifurkationspunkt verlassen wer-
den. Andererseits ist in eben erwahnter Abbil-

dung auch zu erkennen, daf bei etwa U = 3 V
ein weiterer kurzer Ast erreicht wird.

Bei Experimenten an gewachsenen Ubergittern
wird es immer solche zufélligen ,,Auslenkun-
gen“ der Elektronendichten geben, die durch
hier nicht betrachtete Storeffekte wahrschein-
lich noch verstarkt werden. Es ist daher zumin-
dest nicht auszuschlielen, daf3 die kurzen stabi-
len Aste, die mit einer ,seltsamen® Feldstarke-
verteilung verbunden sind, auch experimentell
erhalten werden. Der Unterschied der Feldstér-
keverteilung zu der eines ,,normalen“ Zustandes
ist allerdings nicht so grof}, daf§ er mit den mo-
mentan zur Verfiigung stehenden Verfahren ge-
messen werden kénnte. Wenn in einem Expe-
riment diese ,,seltsamen® Aste beim Aufnehmen
einer Kennlinie erreicht werden wiirden, so wiir-
de man sie wahrscheinlich nicht identifizieren
kénnen.©
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Abbildung 6.21: Lage der Hopf-Bifurkationen (,,Phasendiagramm®) fiir verschieden stark gestorte Uber-
gitter. (a) Wie auch bei leicht gestorten Ubergittern bilden die Hopf-Bifurkationspunkte eine Isola, in deren
Innern oszillatorisches Verhalten auftritt. (b) Es bildet sich durch zwei Takens-Bogdanov-Punkte ein wei-
terer oszillatorischer Bereich. Die Linie aus Hopf-Bifurkationspunkten zwischen diesen ist in der Abbildung
nur schwer zu erkennen (siehe auch Abbildung 6.22). (c) Die Isola ist mit dem durch die Takens-Bogdanov-

Punkte entstandenen Bereich verschmolzen.

6.7 Oszillationen

Wie im Kapitel 5 gezeigt wurde, haben Dotie-
rungsfluktuationen nur geringen Einfluf} auf die
Frequenzen und Amplituden auftretender Os-
zillationen. Einen starken Einflul haben diese
jedoch auf das Parametergebiet (U und Np), in
dem Ostzillationen erhalten werden.

Abbildung 6.21 zeigt die Lage der Hopf-Bifur-
kationen fiir verschiedene Werte von a. Fiir a =
14 % ergibt sich noch das qualitativ gleiche Bild
wie fiir leicht gestorte Ubergitter. Erhoht man
jedoch den Wert von « (Abbildung 6.21(b)),
so bildet sich ein weiterer Ast von Hopf-Bifur-
kationspunkten. Dieser wird von zwei Takens-
Bogdanov-Punkten begrenzt (siehe hierzu Ab-
schnitt 2.11 auf Seite 13). Es ist damit ein weite-
res Gebiet entstanden, indem Oszillationen exi-
stieren. Wie grofl genau dieses Gebiet ist, kann
nicht so einfach wie fiir die Hopf-Isola beantwor-
tet werden. Es wird hierauf noch zuriickgekom-
men. Wird a weiter erhoht, so verbindet sich
dieses neue Oszillationsgebiet mit der Hopf-Iso-
la. Zuriick bleibt ein einziges grofies Oszillati-
onsgebiet, daf} allerdings oben ,,offen® ist.

Der Vorgang des Zusammenwachsens ist genau-
er in Abbildung 6.22 dargestellt. Dieses Zusam-
menwachsen ist mit keiner Bifurkation verbun-
den. Man muf} sich die Hopf-Bifurkationspunkte
als zweidimensionale Flache im U-Np-a-Raum
vorstellen. Die bisher vorgestellten Phasendia-
gramme ergeben sich dann durch Schnitte mit

einer senkrecht zur a-Achse liegenden Schnitt-
ebene. Dies ist dann vergleichbar mit Hohenlini-
en auf einer Landkarte: Bei einem Gebirge gibt
es eine Reihe kleiner geschlossener Hohenlinien,
die um die héchsten Berggipfel herum verlaufen.
Betrachtet man dagegen Hohenlinien, die tiefer
liegen, so werden mehrere Gipfel von einer einzi-
gen Hohenlinie eingeschlossen. Durch Verénder-
ung der Hohe, an der man das Gebirge durch-
schneidet, um die Hohenlinien zu erhalten, kann
man es erreichen, dal man eine einzige Kurve
und mehrere getrennte Kurven erhélt. Das Zu-
sammenwachsen ist daher nicht mit einer Bifur-
kation verbunden.

Wie schon im Abschnitt 2.11 besprochen,
ist ein Takens-Bogdanov-Punkt der Schnitt-
punkt einer Kurve von Hopf-Bifurkationspunk-
ten mit einer durchgehenden Kurve von Sattel-
Knoten-Bifurkationspunkten. Diese sind in Ab-
bildung 6.23 eingezeichnet. Zur Auftragung
wurden dort nicht U und Np, sondern U und
«a verwendet. Dies ist fiir die Beschreibung
des Takens-Bogdanov-Punktes kein prinzipiel-
ler Unterschied, erlaubt es aber, aus Abbil-
dung 2.11 zu folgern, wie die Kennlinien fiir
verschieden stark gestorte Ubergitter aussehen
werden.

Wie in Abbildung 6.23 zu erkennen ist, lau-
fen die Hopf-Bifurkationspunkte weiter nach un-

6Man konnte hochstens iiberpriifen, ob die Anzahl der Aste grofler ist als die Anzahl der Quantentopfe. Bei den ganz
kurzen Asten, die in vielen experimentell aufgenommenen Kennlinien gesehen werden, ist fraglich, ob es sich hierbei
nicht nur um MeBfehler handelt. AuBerdem ist wegen Randeffekten fiir Ubergitter mit N Quantentépfen nicht ganz
sicher, ob diese nun N — 1, N oder N + 1 Aste zeigen sollten. Deswegen kann man nicht durch einfaches Abzihlen
feststellen, ob ,zusatzliche* Aste in der aufgenommenen Kennlinie vorhanden sind.
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Abbildung 6.22: Zusammenwachsen der Bereiche, in denen Oszillationen moglich sind, bei Erhohung
von «a. Die untere der beiden Kurven (Teilbilder (a) und (b)) gehort zur Hopf-Isola, die bereits beim
ungestorten Ubergitter existiert; von ihr ist nur ein sehr kleiner Ausschnitt gezeichnet.
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Abbildung 6.23: Umgebung eines Takens-Bogdanov-Punktes. Die Kurve aus Hopf-Bifurkationspunkten
schmiegt sich an eine Kurve aus Sattel-Knoten-Bifurkationspunkten an. Letztere Kurve lauft in einen Cusp-
Punkt und von dort aus wieder nach oben.
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Abbildung 6.24: Kennlinien fiir verschieden stark gestorte Ubergitter. Das qualitative Aussehen dieser
Kennlinien kann bereits aus Abbildung 6.23 gefolgert werden.
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Abbildung 6.25: Lage der Hopf-Bifurkationspunkte in der Nahe der Takens-Bogdanov-Punkte fiir

a = 17,5%. Die durchgezogene Linie ist diejenige, entlang derer im folgenden Oszillationen untersucht
werden. An den Enden dieser Linie enden auch die Grenzzyklus-Oszillationen.
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ten als die Sattel-Knoten-Bifurkationspunkte.
Damit zeigt der Takens-Bogdanov-Punkt mit
steigendem « zuerst dadurch Auswirkungen,
daf es zusétzliches Paar von Hopf-Bifurkations-
punkten auftritt (Abbildung 6.24(c)). Erst bei
weiterer Erhchung von « ergeben sich in der
Kennlinie auch zwei Sattel-Knoten-Bifurkatio-
nen (Abbildung 6.24(d)). Wird a so weit er-
héht, dal der Wert iiber dem des (beziiglich
a zuerst auftretenden) Takens-Bogdanov-Punk-
tes liegt, verschwindet eine der beiden Hopf-Bi-
furkationen (Abbildung 6.24(e)). In den Kenn-
linien sieht man das Durchlaufen des Takens-
Bogdanov-Punktes dadurch, dafl eine Hopf-Bi-
furkation mit einer Sattel-Knoten-Bifurkation
zusammenlauft und nur die Sattel-Knoten-Bi-
furkation iibrig bleibt. Fiir diese Aussagen war
es eigentlich gar nicht notwendig, die Kennlinien
tatséichlich zu berechnen, da alle Aussagen be-
reits aus Abbildung 6.23 abgeleitet werden kon-
nen.

Mit dem Wegfall einer Hopf-Bifurkation muf
das Ostzillationsgebiet durch Saddle-Loop-Bifur-
kationen begrenzt werden. Die Auswirkung die-
ser Bifurkationen soll an einem starker gestorten
Ubergitter untersucht werden. Abbildung 6.25
zeigt die Lage der Hopf-Bifurkationspunkte fiir
dieses Ubergitter. Im folgenden werden die Os-
zillationen entlang der Linie untersucht, die
in dieser Abbildung durchgezogen eingezeich-
net ist. Am rechten Ende dieser Linie befindet
sich eine Saddle-Loop-Bifurkation, am linken ei-
ne Hopf-Bifurkation.

Abbildung 6.26 zeigt die Entwicklung von Oszil-
lationsfrequenz und Ostzillationsamplitude ent-
lang dieser Linie. Fiir kleine Spannungen liegt
eine Hopf-Bifurkation vor. Dies wird auch durch
den Abfall der Amplitude bestétigt. Der gleich-
zeitig stattfindende Abfall der Frequenz ist auf
den ersten Blick jedoch ungewohnlich. Aller-
dings fallt die Frequenz nicht bis auf Null ab,
sondern bleibt endlich. Auflerdem muf} beriick-
sichtigt werden, dafl mit wachsender Amplitude
ein immer grofierer Teil des Phasenraums durch-
laufen wird, der somit Einflul auf die Oszillati-
onsfrequenz haben kann. Dies gilt insbesonde-
re fir die Umgebung eines Takens-Bogdanov-
Punktes: Er ist durch den doppelten Eigenwert
Null gekennzeichnet. Damit sind auch die in er-
ster Naherung die Frequenz bestimmenden Ima-
ginérteile der Eigenwerte Null. Mit wachsendem
Abstand vom Takens-Bogdanov-Punkt ist al-
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so zu erwarten, dafl die Frequenz ansteigt. In
der Niahe der Saddle-Loop-Bifurkation zeigen
sowohl Amplitude als auch Frequenz das erwar-
tete Verhalten.

Untersucht man nicht nur die Frequenz, son-
dern auch die Form der Oszillationen, so sieht
man (Abbildung 6.27), dal mit Annéherung an
die Saddle-Loop-Bifurkation immer lingere ru-
hige Phasen auftreten. Dies ist nicht verwunder-
lich, da sich der Grenzzyklus immer mehr der
Form des homoklinen Orbits anpafit, mit dem
er bei geringfiigiger weiterer Parameterverande-
rung verschmelzen wird. In der Néahe des Fix-
punktes ist die Dynamik sehr langsam, was zu
einer ruhigen Phase fiihrt, die von einem ,, Aus-
bruch® unterbrochen wird.” Man konnte diese
Oszillation daher als ,,Spiking* bezeichnen.

Tragt man die Feldverteilung wahrend einer sol-
chen Oszillation auf, so ergibt sich ein Bild
wie in Abbildung 6.28. Durch die grofien Do-
tierungsfluktuationen sind jetzt auch Oszilla-
tionen bei deutlich héheren Dotierungsdichten
moglich. Bei diesen haben sich bereits eine deut-
lich getrennte Hochfeld- und Niederfelddomé-
ne ausgepriagt, wihrend im ungestorten Uber-
gitter Oszillationen immer mit einer stark ver-
waschenen Doméanenstruktur verbunden waren.
Die Ostzillation fiihrt nun zu einer kurzzeiti-
gen Verdnderung, bei der die Doménenstruk-
tur nicht mehr ganz so stark getrennt ist. Es
ist also ein ,,Spiking®“ zwischen zwei Doméanen-
zustéanden, nicht eines zwischen einem Domé-
nenzustand und einem homogenen Zustand.

Abschlieflend sei noch gezeigt, bei welchen Para-
meterwerten Takens-Bogdanov-Punkte vorhan-
den sind. Hierbei handelt es sich um eine Kur-
ve im U-Np-a-Raum. Fir die graphische Dar-
stellung miissen damit zwei dieser drei Parame-
ter ausgewahlt werden, auf die die Kurve proji-
ziert wird. In Abbildung 6.29 wurden Np und
«a ausgewdhlt, weil damit abgeschatzt werden
kann, bis zu welchen Dotierungen oszillatori-
sches Verhalten auftreten kann und wie stark
das Ubergitter dafiir gestort sein muB. Neben
den beiden Takens-Bogdanov-Punkten ist auch
die Lage des Cusp-Punktes eingetragen, der be-
reits in Abbildung 6.23 zu sehen war. Die bei-
den Takens-Bogdanov-Punkte laufen mit dem
Cusp-Punkt zusammen und haben damit eine
gemeinsame Ursache. Diese Bifurkation wurde
bereits theoretisch untersucht [Dum92], jedoch
nicht mit einem Namen versehen.

7Siehe hierzu auch die Ausfiihrung im Abschnitt 7.2. Der dort vorhandene homokline Orbit beruht zwar auf vollkommen
anderen Effekten, die Auswirkungen auf in der Néhe liegende Grenzzyklen sind aber die selben.
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Abbildung 6.26: Oszillationsamplitude und Oszillationsfrequenz entlang der durchgezogenen Linie aus
Abbildung 6.25. Bei hohen Spannungen erkennt man gut die Saddle-Loop-Bifurkation, die zu einem Absin-
ken der Frequenz bis auf Null bei gleichzeitig unveranderter Amplitude fiihrt. Das Absinken der Frequenz
bei kleinen Spannungen ist fiir eine Hopf-Bifurkation eher untypisch, allerdings auch nicht verboten: Zum
einen ist zu erkennen, daB die Frequenz nicht gegen Null sinkt, zum anderen ist es durch die komplizierte
Dynamik in der Umgebung des Takens-Bogdanov-Punktes auch nicht weiter verwunderlich, daB sich die
Frequenz verandert, wenn ein immer groBerer Teil des Phasenraumes von der Trajektorie liberstrichen wird.
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Abbildung 6.27: Oszillationen in der Nahe der Saddle-Loop-Bifurkation. Bei Erhéhung der Spannung
nahert sich das System immer weiter der Saddle-Loop-Bifurkation, die bei etwa U = 2,0029 V liegt. Damit
verringert sich die Frequenz und es gibt eine immer langere Phase, in denen die Stromdichte sich nur
langsam verandert.
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Abbildung 6.28: Feldverteilung wahrend der Stromoszillation aus Abbildung 6.27(c). Die Aufteilung
in eine Hochfeld- und eine Niederfelddomane wird durch die hohe Dotierung bewirkt, die langen ruhigen
Abschnitte durch die Nahe der Saddle-Loop-Bifurkation.
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Abbildung 6.29: Lage der Takens-Bogdanov-Punkte. Diese liegen auf einer Kurve im U-Np-a-Raum, so
daB hier nur eine Projektion gezeigt werden kann. Die Takens-Bogdanov-Punkte sind gestrichelt dargestellt,
Cusp-Punkte durchzogen.
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Kapitel 7

Neumann-Randbedingungen

oder
.,Randbedingungen, die einen exakt
homogenen Feldzustand erlauben‘

Bereits im Abschnitt 3.6 wurde darauf hingewiesen, dafl praktisch alle Randbedingungen zu den glei-
chen Ergebnissen filhren — mit Ausnahme einer. Diese soll in diesem Kapitel behandelt werden. In
der dortigen Notation ist diese ,,besondere* Randbedingung durch ¢; = 1 und c3 = 0 gekennzeichnet.
Anschaulich bedeutet dies, dafl die Elektronendichten aus den letzten ,realen* Quantentépfen in die
yvirtuellen“ Randtopfe kopiert werden, mathematisch gesehen handelt es sich um die diskrete Version
der Neumann-Randbedingungen.

Die Untersuchung dieser Randbedingung ist aus zwei Griinden interessant: Zum einen fiithren diese
Randbedingungen zu Entartungen des Systems, die in zuséatzlich auftretenden Bifurkation resultieren.
Zum anderen wurden diese Randbedingungen in fritheren Arbeiten wie zum Beispiel [Pre94a] oder
[Pre94b] verwendet, in [Sch96b] auch zum Vergleich mit ,festen“ Randbedingungen. Die dort durch
Simulation erhaltenen Ergebnisse sollen in diesem Kapitel ebenfalls erkléart werden.

7.1 Kleine und mittlere Dotierungen

Nur bei Neumann-Randbedingungen gibt es ei-
nen stationdren Zustand mit exakt homoge-
ner Feldverteilung. Hierfir muf} in allen Quan-
tentopfen, auch in den virtuellen Randtépfen,
Ladungsneutralitiat gelten, womit alle Randbe-
dingungen mit festgehaltener Dotierung in den
Randtopfen ausscheiden!. Ein exakt homogener
Zustand kann selbstverstindlich keine Effekte
wie Astbildung zeigen, so dafl wegen der be-
kannten Merkmale der Kennlinie eines Ubergit—
ters weitere Zustande existieren miissen.

Abbildung 7.1 zeigt die Kennlinie eines Ubergit—
ters mit Np = 2-10'% cm—3. Bei dieser Dotie-

rung gibt es oszillatorisches Verhalten, wovon in
diesem Abschnitt aber abstrahiert werden soll.
In der Abbildung erkennt man drei Aste, die mit
den Buchstaben ,,a“ bis ,,c¢* bezeichnet sind. Der
homogene Zustand ist mit einem , b“ markiert.
Wie zu erwarten war, ist er genau im NDC-
Bereich instabil und auflerhalb stabil. Die Ver-
bindung mit den beiden anderen Asten erfolgt
durch transkritische Bifurkationen.

Der Zustand ,,a* bricht bei etwa 0,1 V ab, der
Zustand ,.c* schon bei etwa 1 V. Dies ist nicht
so zu verstehen, daf die Aste nur bis zu diesen
Punkten existieren. Vielmehr nehmen die Elek-

IBetrachtet man nur ein Energieniveau, so wiirde das Festhalten der Dotierung in den Randtdpfen auf der einfachen
Dotierungsdichte einen homogenen Zustand erlauben. Bei Betrachtung von zwei Energieniveaus miifite auch die Vertei-
lung der Elektronen auf die beiden Subbénder korrekt gewahlt werden, die aber spannungsabhéngig ist. Das relevante
ist nicht, dafl fiir jeden Zustand am Rand des Ubergitters der Gradient der Elektronendichten verschwindet, sondern
nur, daf} dieses fiir c}e? homf)g)enen Zustand der Fall ist. Es lassen sich beliebig komplizierte Randbedingungen angeben
0 1

5 =

wie zum Beispiel n ny’, ngo) = Bngl) + 2né1) — 2Np, die diese Bedingung ebenfalls erfiillen, ohne Neumann-

Randbedingungen zu sein.
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Abbildung 7.1: Kennlinie fiir Np = 2-10'6 cm™3. Die in den Hopf-Bifurkationen entstehenden Grenz-

zyklen sind nicht eingezeichnet
,C' bezeichnet sind.

. Die Kennlinie besteht aus drei Asten, die mit den Buchstaben ,a“, ,b" und
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Abbildung 7.2: Feldprofile der drei Kennlinieniste aus Abbildung 7.1. Die Aste sind dort gleich bezeichnet

wie die Teilbilder in dieser Abbildung.
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Abbildung 7.3: GroBter Eigenwert des homogenen Zustands im NDC-Bereich in Abhiangigkeit von der
Dotierung. Wegen des groBen iliberstrichenen Bereiches muBten die Daten doppeltlogarithmisch aufgetragen
werden. Es ergibt sich, daB der Eigenwert direkt proportional zur Dotierung ist.

tronendichten entlang der betreffenden Aste im- bedingungen existiert.
mer mehr ab und gehen asymptotisch gegen
Null. Unterhalb einer gewissen Grenze fiir die Die Feldverteilung entlang des Astes ,,¢* schlief3-
Elektronendichten sind die Zustande nicht mehr lich zeigt ebenfalls eine Doméanenstruktur. Diese
als physikalisch sinnvoll anzusehen, so daf eine liegt aber auf der ,falschen“ Seite. Die ,,normale”
weitere Verfolgung nicht sinnvoll ist?. Hochfelddoméne liegt auf der Anodenseite (al-
i so dort, wo die Elektronen hinflieflen) und ist
Die Feldverteilungen der drei Aste sind in Ab- mit einer Ladungstrageransammlung verbun-
bildung 7.2 aufgetragen. Der besseren Dar- den. Die ,falsche Hochfelddoméne liegt auf der
stellung wegen sind die Spannungs- und die Kathodenseite und wird durch eine Ladungstra-
,Quantentopf-Achse“ im Vergleich zu den bis- gerverarmung hervorgerufen. Es ist leicht ein-
herigen Abbildungen vertauscht. Wie bereits er- sichtig, daf} letztere zu einem geringeren Strom-
wahnt, ist die Feldverteilung von Ast ,b“ exakt fluB fiihrt, da der flieBende Strom proportional
homogen; die Feldstarke ist direkt proportional zur Anzahl der vorhandenen Ladungstriger ist.
zur angelegten Spannung. Zum Ast ,,a“ gehort Damit fiihrt die Ladungstragerverarmung einer
eine verwaschene Felddoméne, wie sie fiir die- yfalschen® Doméne zu einer Reduzierung des
se Dotierung auch bei anderen Randbedingun- Stroms. Ansonsten sei fiir die Diskussion der La-
gen beobachtet wird (siehe zum Beispiel Abbil- ge der Hochfelddomane auch auf den Anhang C
dung 4.21). Wie schon die Hopf-Bifurkationen (Seite 117) verwiesen.
in Abbildung 7.1 zeigen, zweigen sich die Oszil-
lationen von diesem Ast ab; bei hoheren Dotie- In Arbeiten wie [Pre94a] oder [Sch95b] wird ver-
rungen kommt es auf diesem Ast zur Ausbildung mutet, dafl der homogene Zustand unterhalb ei-
von Stromisten®. Der obere Ast ist also derje- ner gewissen Dotierung fiir alle Spannungen sta-
nige, der als einziger auch bei Dirichlet-Rand- bil sei*. Aus diesem Grund ist in Abbildung 7.3

2Zusitzlich gibt es auch numerische Probleme. Die Elektronendichten diirfen nicht negativ werden, da die I"Jbergangsrate
von einem Quantentopf zum einem anderen proportional zur Elektronendichte im Ausgangsquantentopf ist. Der Integra-
tionsalgorithmus pafit die Schrittweite so an, daf3 der relative Fehler jedes Integrationsschrittes unter einer vorgegebenen
Grenze bleibt. Bei sehr kleinen Elektronendichten werden daher die Schrittweiten unter Umsténde extrem klein. Irgend-
wann versagt der Integrationsalgorithmus, insbesondere weil er nur den Abschneide-, nicht aber den Integrationsfehler
berticksichtigen kann. Dies zeigt sich dann daran, dal die numerisch bestimmten Elektronendichten auch negative Werte
annehmen.

3Wenn in diesem Kapitel von ,,Ast“ die Rede ist, so ist damit eine Kurve von Fixpunkten gemeint. Wenn die bei der Si-
mulation einer Kennlinie fiir hohe Dotierung auftretende Struktur gemeint ist, so wird diese ausdriicklich als ,,Stromast*
bezeichnet.

4Bei Simulationen tritt folgendes Problem auf: Entlang des homogenen Astes ist die Gesamtladungsdichte konstant, nam-
lich gleich der Dotierungsdichte. Bei Veranderung der Spannung é&ndert sich nur die Verteilung der Elektronen auf die
beiden Subbénder. Diese Anderung ist zum einen nur gering, zum anderen ist die Dynamik innerhalb eines Quantentop-
fes deutlich schneller als die zwischen verschiedenen Quantentépfen. Um den homogenen Zustand zu verlassen und einen
Doménenzustand zu erreichen, miissen aber Elektronen in einen anderen Quantentopf bewegt und dort angesammelt
werden. Wird der homogene Zustand bei Erhéhung der Spannung instabil, so werden sich die Elektronendichten in den
beiden Subbédndern sehr schnell derart anpassen, dafl der sich ergebende Zustand ,fast“ stationar ist. Bricht man jetzt



100 KAPITEL 7. NEUMANN-RANDBEDINGUNGEN

Abbildung 7.4: Bifurkationsdiagramm mit Oszillationen. Fiir diese Abbildung gilt eine besondere Darstel-
lungsweise: Stabile ,Objekte”, sowohl Fixpunkte als auch Grenzzyklen, sind durchzogen gezeichnet, instabile
gestrichelt. Die Linien flir Fixpunkte sind hierbei etwas dicker als die fiir Grenzzyklen. Bei letzteren ist je-
weils der groBte und der kleinste Wert fiir die Stromdichte wahrend der Oszillation eingezeichnet. Jede
Bifurkation eines Grenzzyklus ist daher zweimal zu sehen — einmal an der oberen und einmal an der unteren
Kurve. Die Buchstaben markieren Stellen im Diagramm, auf die im Text besonders eingegangen wird.

der grofite Eigenwert (dieser ist rein reell) in Ab-
héngigkeit von der Dotierung aufgetragen. Es
ergibt sich, dafl der Eigenwert direkt proportio-
nal zu Np ist. Dies stimmt mit dem Ergebnis
aus [Sch95b, Anhang E] {iberein, nur daf} dort
ein zusétzlicher (negativer) Offset angenommen
wurde®. Dementsprechend existieren auch die
beiden transkritischen Bifurkationen unabhéin-
gig von Np. Da die Spannungen, bei denen der

7.2 Oszillationen

Abbildung 7.4 zeigt wieder die Kennlinie fiir
Np = 2-10%. Dort sind jetzt auch die durch
die Hopf-Bifurkationen entstehenden Grenzzy-
klen dargestellt. Fiir jeden Grenzzyklus sind je-
weils der grofite und der kleinste Wert fiir die
Stromdichte j eingezeichnet, die auf ihm er-

NDC-Bereich beginnt bzw. endet, nicht von der
Dotierung abhéngen, verandern sie auch nicht
ihre Lage.

Die Abbildung 7.1 ist daher fiir alle Dotierun-
gen, bei denen noch keine Astbildung auftritt,
typisch. Gegebenenfalls mufl nur der durch die
Hopf-Bifurkation instabile gewordene Teil des
,2Doménenastes” weggelassen werden.

reicht werden. Fiir jeden Grenzzyklus sind in
der Grafik also zwei Kurven zu sehen, die im
folgenden als ,,obere* und als ,,untere” Kurve be-
zeichnet werden.

Die linke Hopf-Bifurkation ist — genau wie die
Hopf-Bifurkationen, die bei ,neuen* Randbedin-

den Integrationsvorgang ab, so erscheint der homogene Zustand falschlicherweise weiterhin stabil zu sein. Im Vergleich
zu dieser Zeit, bei der die Ubergangsraten (zeitlich lokal gesehen) minimal werden, muf bei kleinen Dotierungen bis zu
hundertmal ldnger ausintegriert, um das Verlassen des homogenen Zustands zu erkennen.

5Dieser Offset existiert fiir die anderen Eigenwerte. Oberhalb einer bestimmten Dotierung ist im NDC-Bereich nicht nur
eine Mode instabil. Da sich die anderen 2N — 1 Eigenwerte nur wenig unterscheiden, werden sie bei ungefahr der gleichen
Dotierung instabil. Diese liegt bei etwa 2,3 - 1016 cm™3. Diese hohe Entartung der auftretenden Bifurkation fithrt zum
Versagen aller getesteten Algorithmen. Es ist ohne Probleme moglich, den homogenen Zustand unterhalb und oberhalb
dieser Grenze zu berechnen und zu verfolgen, nicht jedoch die dazwischen liegenden Bifurkationen zu berechnen.
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Abbildung 7.5: Veranderung der Oszillationsfrequenz mit der Spannung fiir die Grenzzyklen aus Ab-
bildung 7.4. Die Frequenzen der stabilen Grenzzyklen sind durchzogen eingezeichnet, die des instabilen
Grenzzyklus gestrichelt. Das Absinken der Frequenz bis auf Null bei gleichzeitig endlicher Amplitude ist

charakteristisch fiir eine Saddle-Loop-Bifurkation.

gungen auftreten — superkritisch, wahrend im
Gegensatz dazu die rechte subkritisch ist. Der
sich in der subkritischen Hopf-Bifurkation ab-
spaltende instabile Grenzzyklus 1duft ungefdhr
bis zu einer Spannung von 3 V. Dort wird er
in einer Sattel-Knoten-Bifurkation stabil. Der
jetzt stabile Grenzzyklus lauft wieder in Rich-
tung kleinere Spannungen. Dies ist in den unte-
ren Kurven gut zu erkennen, wihrend die obe-
ren Kurven (siche Punkt ,a“ in der Abbildung)
direkt nebeneinander laufen.

Der andere stabile Grenzzyklus (der, der sich in
der superkritischen Hopf-Bifurkation abgespal-
tet hat) erreicht mit wachsendem Abstand vom
Bifurkationspunkt eine immer grofiere Amplitu-
de, bis er schliefllich in den Bereich des homoge-
nen Fixpunktes gelangt (Punkt ,b“). Wie wei-
ter unten noch gezeigt wird, ist dem nicht nur
bei der Auftragung der Stromdichte so, sondern
auch im Phasenraum.

Beide stabilen Grenzzyklen enden jeweils in
einer Saddle-Loop-Bifurkation. Charakteristi-
sches Zeichen ist das Absinken der Frequenz
bis auf Null, wahrend die Oszillationsamplitude
sich nicht verandert. Die Frequenzabhangigkeit
aller Grenzzyklen ist in Abbildung 7.5 zu sehen.
Die erste Saddle-Loop-Bifurkation geschieht in
unmittelbarer Néhe einer transkritischen Bifur-
kation (Punkt ,c“). Man konnte daher vermu-
ten, da diese beiden Bifurkation beim glei-
chen Spannungswert stattfinden und in der Be-
rechnung nur durch numerische Ungenauigkei-
ten getrennt sind. Es mufl allerdings beriick-

sichtigt werden, daf3 die Position der transkri-
tischen Bifurkation sehr genau bestimmt wer-
den kann. Eine Saddle-Loop-Bifurkation dage-
gen wird meistens etwas zu ,,frith erkannt, d. h.,
der Grenzzyklus wird zu friih als nicht mehr exi-
stent erkannt, weil dessen Periodenléange gréfler
als eine vorgegebene Grenze geworden ist. Unter
Berticksichtigung dieser Effekte miifite der Ab-
stand der beiden Bifurkationen also eher etwas
grofler denn etwas kleiner sein als eingezeichnet.

Wie bereits erwahnt, beeinflufit der homogene
Ast den Grenzzyklus, der von der superkriti-
schen Hopf-Bifurkation ausgeht, und damit die
Form der Ostzillation. Abbildung 7.6 zeigt das
entsprechende Phasenportrait. Vom Fixpunkt,
der zum homogenen Ast gehort, geht ein homo-
kliner Orbit aus. Die hier nicht eingezeichnete
andere instabile Mannigfaltigkeit 1auft auf den
dritten Fixpunkt (,falsche® Doméne, bei dieser
Spannung stabil) zu. Der Unterschied zwischen
Grenzzyklus und homoklinen Orbit ist visuell
kaum noch zu erkennen, aber grofl genug, um
eine Oszillation mit einer Periodenlénge von we-
niger als 10 ns zu erhalten; auch kleinste Abwei-
chung des Grenzzyklus haben also noch Auswir-
kungen. Man kann also sagen, dafl der Grenzzy-
klus in den homoklinen Orbit ,eingesperrt® ist.
Auch in einem hochdimensionalen Phasenraum
ist dieses moglich, wenn die Dynamik innerhalb
einer bestimmten Ebene im Phasenraum lang-
sam, orthogonal dazu aber schnell ist.

Der homogene Zustand beeinflufit damit nicht
nur den Grenzzyklus, wihrend letzterer exi-
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Abbildung 7.6: Homokliner Orbit und Grenzzyklus. Der homokline Orbit ist durch eine einfache durch-

zogene Linie gekennzeichnet, der Grenzzyklus durch eine dickere, aber gestrichelte. Der ndher am Ursprung
liegende Fixpunkt gehort zum homogenen Ast, der weiter entfernte zum Domanenast.
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stiert, sondern ist auch fiir dessen Abbruch in
einer Saddle-Loop-Bifurkation verantwortlich.
Daf in Abbildung 7.4 die Saddle-Loop-Bifurka-
tionen auf den unteren Kurven genau an den
Stellen liegen, wo diese auf den homogenen Zu-
stand treffen, ist also kein Effekt der Projekt des
Phasenraums auf die Stromdichtenachse.

Dies erklart auch das Auftreten von Spiking-
Oszillationen (Abbildung 7.7(e) und 7.7(f)), die
ein Effekt sind, der als , besonderes Merkmal“
von Neumann-Randbedingungen gilt. Spiking-
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Ostzillationen sind durch zwei Merkmale gekenn-
zeichnet: Zum einen besitzen sie eine lange Pha-
se mit einer fast homogenen Feldverteilung, zum
anderen kommt es periodisch zu schnellen ,,Aus-
briichen®. Dies kann durch das ,,Einsperren® der
Grenzzyklen in einen homoklinen Orbit erklért
werden: In der Néhe des Fixpunktes ist die Dy-
namik langsam. Weil dieser Fixpunkt eine ho-
mogene Feldverteilung besitzt, sieht man in der
Simulation eine lange homogene Phase. Sobald
das System geniigend Abstand vom Fixpunkt
gewonnen hat, beschreibt es eine ,normale* Os-
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Abbildung 7.7: Oszillationen bei verschiedenen Spannungen. Mit wachsendem Abstand vom Hopf-Bi-
furkationspunkt wird aus der ungefahr harmonischen Oszillation eine Spiking-Schwingung.
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zillation bis es wieder in den Bereich des Fix-
punktes kommt.

Der sich in der superkritischen Hopf-Bifurkati-
on abspaltende Grenzzyklus gerét nicht sofort
unter den Einflufl des homoklinen Orbits. Dies
ist schon deswegen nicht moglich, weil sich das
System in der Nahe des Hopf-Bifurkationspunk-
tes nur in der Ndhe des Doménenastes aufhélt.

7.3 Hochdotiertes ﬂbergitter

Im Gegensatz zum Aufbau der Kennlinie bei
kleinen Dotierungen ist derjenige bei hohen Do-
tierungen noch weitgehend unverstanden. Ab-
bildung 7.8 zeigt eine bei weitem nicht vollstan-
dige Kennlinie. Eine Reihe von Asten konnten
aus numerischen Griinden nicht verfolgt werden,
wie man zum Beispiel am homogenen Zustand
sehen kann. Zum anderen gibt es eine Vielzahl
von Bifurkationen. Zu Testzwecken wurde die
Kennlinie eines Ubergitters mit nur vier Quan-
tentopfen berechnet, die Berechnung aber ab-
gebrochen, als bereits mehr als 1000 Bifurka-
tionspunkte gefunden worden waren. Es ist da-
her zweifelhaft, ob die Anzahl der Bifurkationen
iiberhaupt endlich ist.

Hauptursache hierfiir diirfte der homogene Ast
sein. Wie bereits im Abschnitt 7.1 erwahnt wur-
de, ist auf dem homogenen Ast im NDC-Bereich
genau ein Eigenwert positiv, bei hinreichend ho-
hen Dotierungen sind es aber alle Eigenwer-
te. Im Schnittpunkt des homogenen Astes mit
dem Ast zur ,falschen“ Doméne mufl der ho-
mogene Zustand aber stabil werden. Es muf}
auf dem homogenen Ast also mehrere Bifur-
kationen geben, in denen jeweils ein Eigenwert
sein Vorzeichen andert. Dies ist auch in Abbil-
dung 7.8 zu sehen. Bei einem Teil der Bifurka-
tionen handelt es sich um Hopf-Bifurkationen.
Dies ist hochstwahrscheinlich eine Auswirkung

KAPITEL 7. NEUMANN-RANDBEDINGUNGEN

Der Einflufl des homogenen Zustandes kann erst
dann wirksam werden, wenn sich die Oszillation
soweit vom Bifurkationspunkt entfernt hat, daf3
die Amplitude hinreichend grofl geworden ist.
Wie Abbildung 7.7 zeigt, wird dies auch unmit-
telbar durch Simulationen bestétigt. Auch bei
Neumann-Randbedingungen erhélt man harmo-
nische Oszillationen, wenn man sich nicht zu
weit vom Bifurkationspunkt entfernt.

numerischer Probleme.® Ahnlich problematisch
sind auch die transkritischen Bifurkationen. Es
ist aus bifurkationstheoretischer Sicht eindeutig,
daf es sie auf dem homogenen Ast geben muf.
Die von ihnen ausgehenden zuséatzlichen Aste
fiihren jedoch sofort wieder zu weiteren trans-
kritischen Bifurkationen, die wiederum zu wei-
teren Asten und weiteren transkritischen Bifur-
kationen fiihren. Auf diese Weise kann eine gro-
Be Zahl von Asten und Bifurkationspunkten be-
stimmt werden, deren dynamischer Hintergrund
stark bezweifelt werden mu#f.

Ansonsten kann in der Abbildung — wenn auch
wegen der aus technischen Griinden schlech-
teren Qualitdt der Darstellung nicht besonders
gut — erkannt werden, dafl es sowohl im Domé-
nenast als auch im Ast mit der ,,falschen“ Domé-
ne eine stabile Aststruktur gibt. Die Hochfeld-
doméne beginnt im Doménenast an der Anode,
bei der falschen Doméane an der Kathode. Der
falsche* Domaéne ist kein Effekt, der nur durch
Zweigverfolgung gefunden werden kann. Viel-
mehr erhalt man in Simulationen oft — meistens
ungewollt — einen Zustand mit einer ,falschen®
Doméne. In diesem Fall muf} die Simulation mit
Anfangsbedingungen wiederholt werden, bei de-
nen bereits der Anfangszustand eine kleine La-
dungstrageransammlung aufweist.

7.4 Unterschiedlich langes I“Jbergitter

Das charakteristische Verhalten eines Ubergit-
ters kann nicht durch einen einzelnen Quanten-
topf erreicht werden. Dies gilt insbesondere fiir
Oszillationen, die erst durch das Zusammenwir-
ken einer grofieren Anzahl von Quantentdpfen
entstehen. In Abbildung 7.9 ist deswegen die
Lage der Hopf-Bifurkationspunkte fiir verschie-
den lange Ubergitter aufgetragen. Entsprechen-
de Untersuchungen fiir den Bereich der Bildung
von Stromésten in hochdotierten Ubergittern

sind wegen derer hohen Komplexitiat und zwei-
felhafter Relevanz nicht moglich bzw. nicht sinn-
voll.

Vergleicht man die Lage der Bifurkationspunk-
te mit der entsprechenden Abbildung fiir neue
(,,feste”) Randbedingungen auf Seite 44, so sieht
man deutlich, da8 Oszillationen jetzt bereits in
deutlich kiirzeren Ubergittern méglich sind. Die
exakte Grenze liegt bei NV = 17. Wegen des Auf-
tretens einer subkritischen Hopf-Bifurkation ist

6Es ist wihrend der Berechnungen fiir diese Arbeit nie gelungen, einen Grenzzyklus in der Nihe einer solchen Hopf-

Bifurkation zu bestimmen.
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Abbildung 7.8: Kennlinie mit voll ausgepragten Asten. Es sind bei weitem nicht alle Aste der Kennlinie
vollstandig berechnet wurden, wie man am plétzlichen Abbrechen von Asten und am Fehlen von abgehenden
Asten in transkritischen Bifurkationen sehen kann.
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Abbildung 7.9: Lage der Bifurkationspunkte (,Phasendiagramme”) bei Ubergittern mit verschieden vie-
len Quantentdpfen. Wegen der groBen Zahl der Bifurkationspunkte, die bei der Bildung von Stromasten
auftreten, ist es nicht sinnvoll, diese einzuzeichnen. Gleiches gilt fiir die Lage der transkritischen Bifurkatio-
nen, da diese nicht von der Dotierung abhangt und durch eine einfache Rechnung bestimmt werden kann.
Dargestellt sind daher nur Hopf-Bifurkationen. Bei hinreichend langen Ubergittern enden diese in Takens-
Bogdanov-Punkten, von denen einer oberhalb des dargestellten Gebietes liegt.
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das tatsichliche Oszillationsgebiet im Parame-
terraum grofler als hier eingezeichnet. Fiir die
Frage, ob es iiberhaupt Oszillationen gibt oder
nicht, ist dies jedoch unerheblich.

Das Festhalten der Elektronendichten an den
Réandern auf bestimmten Werten iibt einen er-
heblichen Zwang auf das System aus. Im Ver-

7.5 Gestdrtes Ubergitter

Nach den bisherigen Ergebnissen dieses Kapi-
tels ist unmittelbar einsichtig, daf} sich schon
bei einer kleinen Stérung des Ubergitters dessen
Eigenschaften erheblich verandern. Aus bifurka-
tionstheoretischer Sicht ist dies sowohl fiir stark
als auch schwach dotierte Ubergitter der Fall:
Bei einer beliebig kleinen generischen Storung
ist der exakt homogene Zustand nicht mehr sta-
tiondr. Damit fallen auch die transkritischen Bi-
furkationen weg, die den homogenen Zustand
mit den beiden anderen Asten verbinden?. In
der Simulation macht sich das nur eingeschrankt
bemerkbar, weil die Zustdnde mit ,,falscher” Do-
méne weiterhin existieren und stabil sind.
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gleich dazu hat das Duplizieren viel geringere
Auswirkungen. Die Differenz zwischen den Min-
destléangen fiir alte und fiir neue Randbedingun-
gen entspricht daher ungefdhr der (doppelten)
Anzahl von Quantentopfen, die an den Randern
des Ubergitters noch so stark von den Randbe-
dingungen beeinflufit werden, dafl Oszillationen
nicht moglich sind.

Starkere Auswirkungen zeigen sich fur das Os-
zillationsregime. Die Form der Oszillationen
wird mafigeblich durch den homoklinen Or-
bit bestimmt, der vom homogenen Zustand
ausgeht. Bereits bei kleinsten Stérungen fallt
der homogene Zustand weg. Unabhéngig da-
von ist auch der homokline Orbit strukturell in-
stabil. Wie bereits Abbildung 7.6 gezeigt hat,
sind selbst visuell gar nicht erkennbare Abwei-
chung vom homoklinen Orbit bzw. Fixpunkt fiir
die Oszillationsfrequenz sehr wichtig. Mit dem
Wegfall des homoklinen Orbits ist der Grenz-
zyklus also sofort ,frei“ und nicht mehr ein-
gesperrt, die Oszillationsform wird harmonisch
und die Frequenz steigt an.

7.6 Abschlielende Bemerkungen

Bei der Wahl der Randbedingungen, die in die-
ser Arbeit verwendet wurden, war das Haupt-
kriterium, daf} eine gewahlt wird, die ,,typisch*
ist. Von den vielen untersuchten Randbedingun-
gen haben sich fast alle gleich verhalten, so daf3
,willkiirlich“ eine von diesen ausgewahlt wer-
den konnte. Die in diesem Kapitel behandelten
Randbedingungen sind dagegen etwas ,,beson-
deres”.

Sowohl die Kennlinie, bei hoher wie auch bei
niedriger Dotierung, wie auch der Mechanismus
der Oszillationen ist deutlich komplizierter als
bei den anderen Randbedingungen, ohne daf
dies durch experimentelle Ergebnisse verlangt
wiirde®. Zudem ist das System degeneriert. Die
bei Storungen beobachteten Effekte sind auf die
Aufhebung der Degeneration zuriickzufiihren,
insbesondere gilt dies fiir die Form der Oszil-
lationen.

Bei Verwendung der ,alten* Randbedingungen
ist es moglich, bereits kleinste Stérungen des

Ubergitters iiber die Verinderung der Oszillati-
onsform zu detektieren. Fiir experimentelle An-
wendungen ist dieses aus zwei Griinden jedoch
bedeutungslos: Durch hier nicht betrachtete Ef-
fekte wird das experimentelle Ubergitter nie-
mals degeneriert sein, so dafl auch die Effekte
durch die Aufhebung der Degeneration wegfal-
len. Zum anderen erlauben die alten Randbe-
dingungen eine gute Unterscheidung zwischen
a = 0% und a = 0,001 %. Bei der experimentell
relevanten Unterscheidung zwischen o« = 3%
und a = 6 % zeigen sie dagegen keine anderen
Ergebnisse als die anderen untersuchten Rand-
bedingungen. Wenn damit die ,,neuen* Randbe-
dingungen auch keine weitergehenden Erklarun-
gen flir experimentell beobachtbare Phénomene
bieten konnen, so ist das durch sie bestimmte
nichtlineare dynamische System trotzdem sehr
interessant — aus Sicht der nichtlinearen Dyna-
mik wahrscheinlich sogar viel interessanter als
das fiir ,alte“ Randbedingungen.

7Selbst wenn der homogene Ast noch existieren wiirden, gibe es die transkritischen Bifurkationen nicht mehr, weil sie

strukturell instabil sind.

8 Einfachheit ist das Kriterium fiir Richtigkeit.“ (frei nach ,simplex sigillum veri®)
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Dynamik in
Halbleiter—Ubergittern mit den Methoden der
nichtlinearen Dynamik untersucht. Durch vor-
ausgegangene Arbeiten anderer Autoren war
bekannt, dafl das verwendete, auf einfachen
mikroskopischen Ratengleichungen beruhende
Modell in Abhéngigkeit von der Dotierung
zu Felddoméanen und ungeddmpften Oszillatio-
nen fiithrt. Die Multistabilitdt von Felddoménen
macht sich dadurch bemerkbar, dafl die Strom-
Spannungs-Kennlinie in einzelne Aste zerfillt.

Diese selbstorganisierten Strukturen und insbe-
sondere ihre Entstehung wurden in dieser Ar-
beit bifurkationstheoretisch untersucht. Durch
Bestimmung auch der instabilen Aste der Kenn-
linie konnte gezeigt werden, dafl die experimen-
tell gemessene oder durch Simulation bestimm-
te Strom-Spannungs-Kennlinie aus einer einzi-
gen, durchgehenden Kurve aus Fixpunkten be-
steht (Kapitel 4). Die stabilen und die instabilen
Teile der Kennlinie sind durch Sattel-Knoten-
Bifurkationen getrennt, die bei einer bestimm-
ten Dotierungskonzentration in Cusp-Punkten
gebildet werden. Weiterhin wurde gezeigt, daf3
die Entstehung von Oszillationen auf die Ab-
zweigung stabiler Grenzzyklen in einer superkri-
tischen Hopf-Bifurkation zuriickgefithrt werden
kann.

Die Betrachtung gestorter Ubergitter, bei de-
nen sich die Dotierungsdichte in den einzelnen
Quantentopfen geringfiigig unterscheidet, ist so-
wohl aus dynamischer als auch aus experimen-
teller Sicht eine wichtige Fragestellung. Im Ka-
pitel 5 wurde sowohl analytisch als auch nu-
merisch hergeleitet, daBl aus den Hohen der
einzelnen Aste der Kennlinie direkt die Do-
tierungsdichten in den einzelnen Quantentop-
fen bestimmt werden konnen. Dies ermoglicht
es, durch die relativ einfache Messung der
Strom-Spannungs-Kennlinie quantitative Aus-
sagen iiber die Giite einer experimentellen Pro-
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be zu treffen, wie dies exemplarisch im An-
hang A durchgefiihrt wurde.

Ubersteigt das AusmaB der Fluktuationen einen
kritischen Wert, so verédndert sich das Verhalten
des Ubergitters qualitativ. Wie im Kapitel 6 ge-
zeigt wurde, betrifft dies sowohl die Aststruk-
tur der Kennlinie hochdotierter Ubergitter als
auch die bei geringeren Dotierungen auftreten-
den Oszillationen. Das auftretende Verhalten ist
zu kompliziert, als dafl einfache Aussagen mog-
lich wéren.

Eine auch durch diese Arbeit nur angerissene
Frage ist diejenige nach geeigneten Randbedin-
gungen fiir das System, die bekanntlich eine
wichtige Rolle in jedem selbstorganisierte Struk-
turen bildenden System spielen. Insbesondere
die Verwendung von Neumann-Randbedingun-
gen fithrt zu interessantem Verhalten, das im
Kapitel 7 mit Methoden der nichtlinearen Dy-
namik untersucht wurde und eine Reihe von Be-
obachtungen erkldren kann, die in anderen Ar-
beiten durch Simulation gewonnen worden sind.

Betrachtet man die gefundenen selbstorganisier-
ten Strukturen, ndmlich multistabile Felddomé-
nen und Grenzzyklus-Oszillationen, so stellen
diese fiir ein derart komplexes System ein doch
relativ einfaches und stabiles Verhalten dar. Fiir
das Auftreten weiterer Effekte wie der Bildung
von Tori oder der Entstehung von Chaos sind
Erweiterungen oder zumindest Anderungen am
Modell bzw. den in das Modell einflieBenden
Parametern wie zum Beispiel den Materialkon-
stanten notig. Weitergehende Untersuchungen
dieses Systems aus Sicht der nichtlinearen Dy-
namik werden sich mit diesem Problem beschéf-
tigen miissen.

Die in dieser Arbeit gewonnenen Aussagen iiber
die Auswirkungen von Dotierungsfluktuationen
sind jedoch auch experimentell relevant, auch
wenn sie mit den momentan zur Verfiigung ste-
henden Wachstumsverfahren nicht durch das
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Wachsen speziell praparierter Proben bewiesen
werden konnen. Sie ermoglichen nichtsdestowe-
niger schon jetzt eine erheblich bessere Charak-
terisierung der Giite experimentell untersuch-
ter Halbleiter—Ubergitter, als dies bisher moglich
war.

Das Modell fiir den vertikalen Transport in
Halbleiter-Ubergittern, auf dem diese Arbeit
beruht, weist unbestreitbar noch einige Méngel
auf. Steht — hoffentlich in naher Zukunft — ein
verbessertes Modell zur Verfligung, so wéire es
durch Wiederholung der in dieser Arbeit vorge-
nommenen Untersuchungen moglich, die Aus-
sagen liber die Auswirkungen von Stérungen so
abzusichern, dafl sie auch ohne die Moglichkeit
eines direkten experimentellen Beweises durch

entsprechend préaparierte Proben als allgemein
gultig anzusehen wéaren.

Abschlielend sei gesagt, daB sich die Ver-
bindung von theoretischer Halbleiterphysik
in Form eines nicht-trivialen ,Bauelements®
und nichtlinearer Dynamik als auflerordentlich
fruchtbar erwiesen hat. Ohne die Methoden der
nichtlinearen Dynamik hétte der grofite Teil der
Ergebnisse dieser Arbeit nicht oder nur mit ei-
nem inakzeptabel hohen Aufwand erhalten wer-
den kénnen. Auch wenn noch viele Fragen offen
bleiben und viele interessante und wichtige Ef-
fekte noch nicht entdeckt sein mégen, so haben
die Methoden der nichtlinearen Dynamik doch
deutlich zu einem verbesserten Verstédndnis des
Systems beigetragen.



Anhang A

Quantitative Bestimmung des
Storungsgrades experimenteller

Proben

Im Kapitel 5 wurden zuerst analytisch Aussa-
gen dariiber hergeleitet, wie sich die Kennlinie
eines Ubergitters mit wachsender Stérung ver-
andert. Diese Aussagen wurden dann auch im
Abschnitt 5.2 an einer simulierten Kennlinie mit
realistischen Fluktuationen (Abbildung 5.5 auf
Seite 58) iiberpriift. Es ist daher sicherlich sinn-
voll, dieses Verfahren probehalber auch auf ge-

messene Kennlinien experimentell gewachsener
Proben anzuwenden.

Abbildung A.1 zeigt eine solche Kennlinie. Wie
in [Sch95b] gezeigt wurde, ist der starke An-
stieg des Stroms bei etwa 1 V auf eine dicke-
re Barriere zuriickzufithren. Diese Storung ist
im weiteren jedoch nicht relevant; Ziel ist es
vielmehr, das Ausmafl der Dotierungsfluktua-
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Abbildung A.1: Experimentell gemessene Kennlinie eines GaAs- Al As—Ubergitters (aus [Kas95a]).

die Auswertung ist nur das ,Plateau” von etwa —1 V bis —4 V relevant.
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Abbildung A.2: Ausschnitt der experimentellen Kennlinie (Abbildung A.1). Durch die beiden gestrichel-
ten Linien sind der groBte und kleinste obere Abbruchpunkt der Stromaste markiert.

tionen abzuschétzen. Das Verfahren aus dem
Kapitel 5.2 beruhte darauf, daf§ bei einer un-
gestorten Kennlinie die Aste (bis auf diejenigen,
bei denen Randeffekte bereits relevant sind) alle
die selbe Stromdichte erreichen, bevor sie abbre-
chen. Aus diesem Grund wird fiir die Untersu-
chung das ,,Hochplateau“ genommen, das etwa
von 1 V bis knapp 5 V reicht.

Abbildung A.2 zeigt den im folgenden relevan-
ten Ausschnitt.! Zu Bestimmen sind der grof-
te und der kleinste Wert des Stroms I an den
Punkten, bei denen Aste bei Erhohung der
Spannung abbrechen — mit anderen Worten,
es interessieren nur die oberen Abbruchpunk-
te. Diese Werte lauten I, = 1,303 mA bzw.
Iin = 1,151 mA. Der Mittelwert aus diesen
beiden Werten liegt also bei I = 1,227 mA,
die Extrema haben eine Abweichung von Al =
0,076 mA oder 6,2%. Beriicksichtigt man, daf
der untersuchte Bereich nur 27 Aste enthilt, so
muf} noch mit einem Faktor 28/27 multipliziert
werden, so dafl man a = 6,4 % erhalt.

Dieses Bestimmungsverfahren beriicksichtigte
allerdings nur die Daten von genau zwei Asten
und ist daher sehr empfindlich gegen Ausrei-
Ber. Es kann dadurch verbessert werden, daf

die Daten aller Aste des Plateaus beriicksich-
tigt werden. Die Abbruchwerte der Stromstéarke
sind fiir alle Aste des Plateaus in Tabelle A.1
aufgefiihrt. Aus diesen ergibt sich als Mittel-
wert I = 1,23 mA.Um diesen schwanken die ein-
zelnen Werte um durchschnittlich 0,036 mA, so
daf sich ein ,voller Ausschlag von AT = 0,073
oder 591% ergibt. Nach der Korrektur mit
dem Faktor 28/27 lautet das Endergebnis da-
mit a = 6,1 %.

Vergleicht man die beiden so erhaltenen Ergeb-
nisse, so ist eine Abschéitzung des ,wirklichen®
Storungsgrades zu o = 6 + 1 % sicherlich nicht
abwegig. Es soll an dieser Stelle jedoch aus-
driicklich betont werden, dafl soeben keine qua-
litative Berechnung von « mit einer fundierten
Fehlerabschitzung durchgefiihrt wurde.

In [Sch95b] wurde auf Simulationen gestiitzt die
Behauptung aufgestellt, daf§ eine um nur ei-
ne Monolage breitere Barriere bereits zu einer
charakteristischen Veranderung der Kennlinie
fiihrt. Dies wurde dann experimentell bestétigt,
indem ein Ubergitter mit einer absichtlich dicke-
ren Barriere gewachsen wurde. Will man das
hier durchgefithrte Verfahren zur Bestimmung

1Wie man an diesem Ausschnitt sehr gut erkennen kann, ist die Hohe der einzelnen Aste nicht unkorreliert. Es gibt anstei-
gende und abfallende Bereiche. Dies bedeutet, daf} in einem bestimmten Teil des Ubergitters die Dotierungdichte héher
ist als in anderen, und da8 der Ubergang zwischen diesen Bereichen stetig ist. Wéahrend des Aufwachsens verédndern
sich Groflen wie die Temperatur oder die lokale Zusammensetzung der Quellen mit den Dotierungsatomen. Wenn die
entsprechenden Zeitskalen langer als die zum Wachsen einer Schicht bendtigte Zeit sind, so mufl man dieses Verhalten

auch erwarten.
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1,22766  1,27778

1,22886  1,20109 1,24215 1,23007 1,25725
1,28140 1,26812 1,28382 1,30314 1,30133
1,20408 1,26087 1,22947 1,22101 1,24577
1,22645 1,23370 1,21437 1,17089 1,17150
1,19324 1,17210 1,15157 1,15217 1,16787

Tabelle A.1: Stromdichten (in mA), bei denen die einzelnen Aste im betrachteten Spannungsintervall

abbrechen.

ghnlich absichern, so miiffite man eine Probe mit
gezielten Storungen der Dotierungsdichte wach-
sen. Fiir den relevanten Bereich von o < 10%
ist dieses jedoch (auf dem heutigen Stand der
Technik) nicht moglich.

Der fiir a erhaltene Wert ist daher (zumindest)
vorlaufig eher als ,educated guess“ zu verste-
hen, insbesondere was die Fehlerabschéatzung
betrifft. Andererseits mufl aber beriicksichtigt
werden, daf3 die analytischen Abschétzungen
aus dem Abschnitt 5.1 auf nur wenigen Voraus-
setzungen an das Modell bzw. an ein experimen-

tell gewachsenes Ubergitter beruhen: schwache
Kopplung, nur Dotierungs- und keine anderen
Fluktuationen, Relevanz nur von Fluktuatio-
nen in z-Richtung und keine wesentliche Ab-
hangigkeit von der Verteilung der Elektronen
auf die Subbédnder. Diese Annahmen sind je-
doch entweder experimentell untermauert oder
durch einfache Uberlegungen als zumindest sehr
wahrscheinlich anzusehen. Deswegen ist die hier
durchgefiihrte Bestimmung von « aus einer ge-
messenen Kennlinie auf jeden Fall mehr als ein
sinnlosen ,,Spielchen®, sondern eine durch die
Theorie sehr gut untermauerte Methode.
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Anhang B
Laseranregung

Fiir Strukturbildung in Halbleiter—Ubergittern
ist es notwendig, daf sich in bestimmten Quan-
tentopfen Elektronen ansammeln kénnen. Diese
Elektronen werden von den Donatoratomen zur
Verfiigung gestellt. Es gibt jedoch auch andere
Verfahren, fiir eine hinreichend grofle Zahl be-
weglicher Elektronen zu sorgen. Das am meisten
verbreitete ist die Anregung mit Laserlicht. Die-
se kann entweder bei undotierten Ubergittern
erfolgen oder bei bereits dotierten, wenn die Do-
tierung fir die Beobachtung eines bestimmten
Effekts nicht ausreichend ist [Kas95b].

Die Ubergangsgleichung aus dem Abschnitt 3.2
miissen hierfiir nur durch wenige Terme ergénzt
werden, wobei p(* die Dichte von Lochern im
i-ten Quantentopf ist:

hgi) R Tfp(i)ngi)
hg‘) - Tfp(i)ng)
P = 7 =it - r5pOny)

Die Gleichungen sind unmittelbar verstandlich:
Elektronen werden mit konstanter Rate 77 vom
Valenzband in das k-te Subband angehoben,
wobei ein Loch entsteht. Die Rekombination
setzt ein Loch im Valenzband sowie ein Elektron
in einem der beiden Subbénder voraus, so dafl
die Rekombination proportional zum Produkt
der beiden Werte ist. Neben den Ubergangs-
gleichungen mufl die Poisson-Gleichung derart
angepaflt werden, dafl die positive Ladung der
Locher beriicksichtigt wird.

Betrachtet man ein undotiertes Ubergitter, be-
riicksichtigt nur das untere Energieniveau und
nimmt an, daf} die Feldverteilung homogen ist,
so muB p() = ngi) gelten. Hieraus ergibt sich
unmittelbar der stationdre Wert fiir die Lo-
cherdichte zu lp = /7%/7¢. Die typische Zeit

bis zum Erreichen des stationdren Zustandes
ist dann lo/7{ = 1/ /701¢. Es soll ausdriick-
lich betont werden, dafl diese Zeitskala keinerlei
Auswirkungen fiir den Transport der Elektro-
nen zwischen verschiedenen Quantentopfen hat,
insbesondere also keine auf die Oszillationsfre-
quenzen.

Da es keine zuverladssigen experimentelle Da-
ten fiir die 70 und 75 gibt — wobei die 7 von
der Leistung des Lasers abhingen —, werden
diese Parameter so gewéhlt, dafl sich das ge-
wiinschte Verhalten ergibt. Fiir dotierte Uber-
gitter ist aus den vorangegangenen Kapiteln be-
kannt, wie hoch die Dotierung Np sein muf}, um
eine gewiinschte Struktur (Oszillationen, Aste)
zu erhalten. Wahlt fiir [y diesen Wert, so er-
hélt man damit eine Abschétzung fiir den unge-
fahren Wert des Quotienten 7{/7¢, bei dem ein
ahnliches Verhalten unter Laseranregung in ei-
nem undotierten Ubergitter beobachtet werden
kann. Setzt man als typische Zeitskala Werte
zwischen 1 ns und 10 ns an, wie sie bei dotier-
ten Ubergittern zum Einschwingen notwendig
sein, so erhélt man Ausgangswerte fiir 7{ und
7f. Durch leichtes Verandern dieser Werte kann
versucht werden, zum Beispiel die Amplitude
von Oszillationen zu maximieren.

Bei den im folgenden vorgestellten Ergebnissen
wird davon ausgegangen, dafl keine Laseranre-
gung in das zweite, sondern nur in das erste
Energieniveau moglich ist. Wird auch Anregung
in das zweite Energieniveau zugelassen, so gibt
es allerdings keine relevanten Verédnderung. Ab-
bildung B.1(a) zeigt eine Stromoszillation, Ab-
bildung B.1(b) die dazugehdorige Feldverteilung.
Als Parameter wurden 7¥ = 2 - 1076 cmSs™!
und 7§ = 2,4-10%° em 357! gewiihlt.! Bei die-
sen Werten wird die Oszillationsamplitude fiir

IDie Randbedingung wurde so gewihlt, daf die Elektronendichte in den ,virtuellen® Randtdpfen gleich der in dem je-
weils letzten ,realen“ Quantentopf plus 1016 cm—3 ist. Auf diese Weise kann eine ,,verniinftige Elektronendichte in den
Randtépfen auch dann erreicht werden, wenn nicht bekannt ist, wie gro8 die Elektronendichte in den Subbéndern unge-
fahr sein wird. Bei dotierten Ubergittern steht eine Abschétzung in Form der Dotierungsdichte dagegen zur Verfiigung.
Durch das Addieren von 10'® cm =3 wird erreicht, daB keine Effekte durch ,alte* Randbedingungen auftreten kénnen.
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Abbildung B.1: Oszillation in einem undotierten Ubergitter bei Laseranregung. Es gibt praktisch keinen
Unterschied zu Oszillationen bei dotierten Ubergittern ohne Laseranregung.
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Abbildung B.2: Kennlinie bei Laseranregung. Parameter siehe Text.

die betrachtete Spannung U = 0,5 V maximal.
Die Locherdichte liegt wéihrend dieser Oszilla-
tion bei etwa 3,5 - 1016 ¢cm~3, was in etwa mit
dem Wert von Np tiibereinstimmt, fiir den in
dotierten Ubergittern Ostzillationen beobachtet
werden. Auch die Feldverteilung deutet darauf
hin, daf} sich die Oszillationsmechanismen nicht
unterscheiden.

Desgleichen kann auch die Aststruktur hochdo-
tierter Ubergitter durch Laseranregung erreicht
werden. Abbildung B.2(a) zeigt die so simu-
lierte Kennlinie, Abbildung B.2(b) das dazuge-
horige Feldprofil (7 = 5-107% cmfs™! und
7 = 9-10%" ecm3s71). Beide Grafiken ent-
sprechen denjenigen fiir dotierte Ubergitter.

Dotierung und Laseranregung koénnen auch
kombiniert werden. Da beides die gleichen Aus-

wirkungen hat, diirfen allerdings keine neuen
Effekte erwartet werden, was auch durch Simu-
lationen bestéatigt wurde. Hierbei wurden auch
Veranderung der 7’s tiber mehrere Zehnerpoten-
zen untersucht. Gébe es Verdnderung, so soll-
ten sie insbesondere bei Oszillationen mit Pa-
rametern wie in Abbildung B.1 auftreten, da
dort die Zeitskalen fiir die Laseranregung und
die fiir den Transport zwischen verschiedenen
Quantentopfen in den gleichen Groflenordnung
liegen. Es mufl daher festgestellt werden, daf
Dotierung und Laseranregung — wie es im Expe-
riment schon lange benutzt wird — gegeneinan-
der austauschbar sind und andere Fragen, wie
zum Beispiel Streuung an den Dotierungsato-
men, den Ausschlag fiir das eine oder das andere
Verfahren geben.



Anhang C

Sehr stark dotiertes ﬂbergitter

In dieser Arbeit wurden Ubergitter mit einer
Dotierung zwischen Np = 10 ecm™2 und Np =
10'® cm ™2 untersucht. Eine Fortsetzen der Un-
tersuchung bei kleineren Dotierungen ist wenig
sinnvoll, da bereits bei Np = 10 cm™2 die
Kennlinie durch die Form der Durchla3charak-
teristik der einzelnen Barriere bestimmt ist. Es
soll daher an dieser Stelle noch kurz angerissen
werden, wenn deutlich starker dotierte Ubergit—
ter, hier Np = 10" cm ™2 betrachtet werden.

Abbildung C.1 zeigt eine durch Simulation fiir
diese Dotierung erhaltene Kennlinie. Hierbei
wurde kein einfacher Upsweep oder Downsweep
durchgefiihrt, sondern fiir jeden Datenpunkt das
instantane Hochschalten von U = 0 V auf die
betreffende Spannung simuliert. Eine dhnliche
Kennlinie erhdlt man, wenn ein Upsweep simu-
liert wird, die Besetzungsdichten in den ein-
zelnen Quantentopfen nach jedem Schritt je-
doch minimal verdndert werden, wie es im Ex-
periment durch Unregelméfigkeiten im Materi-
al, thermische Einwirkungen oder leichtes Rau-

schen der Spannungsquelle auch geschieht.

Die simulierte Kennlinie zeigt im mittleren Be-
reich ein etwas anderes Verhalten als auflerhalb.
Dieses wird verstandlich, wenn man die zuge-
horige Feldverteilung betrachtet, die in Abbil-
dung C.2 dargestellt ist. Auch bei mittleren
Spannung existiert eine Hochfelddoméne, die-
se liegt jedoch nicht an einem Ende des Uber-
gitters. Der starke Anstieg der Feldstdrke am
hinteren Ende des Ubergitters ist auf Randef-
fekte zuriickzufiihren.! Bei hoheren Spannungen
wéchst die Hochfelddoméne und nimmt schlief3-
lich das gesamte Ubergitter ein.

Das eben beschriebene Verhalten wird verstand-
lich, wenn man bedenkt, dafl sich am Beginn
einer Hochfelddoméne eine Ladungstrageran-
sammlung befinden muf}, wihrend das Ende
durch eine Ladungstriagerverarmung bestimmt
wird. Das absolute Maf} der Ansammlung bzw.
Verarmung ist unabhingig von der Dotierung
und damit relativ gesehen fiir grofie Dotierun-

Tn diesem Abschnitt wurden als Randbedingungen ¢; = 0 und ¢z = 1,1 verwendet. Auf diese Weise steht in den Rand-
topfen ein Ladungstréageriiberschufl zur Verfiigung, der in etwa gleich grof3 ist wie bei den Berechnungen mit kleinerer

Dotierung.
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Abbildung C.1: Durch Simulation erhaltene Kennlinie.
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Abbildung C.2: Feldverteilung fiir die Kennlinie aus Abbildung C.1.

gen Kkleiner. Bei einer Dotierung von Np =
10" cm 3 betrigt der Ladungstrigeriiberschuf,
der den Sprung zwischen Hochfelddoméne und
Niederfelddoméne verursacht, nur noch unge-
fahr 2 % der Dotierungsdichte.

Eine Ladungstragerverarmung fithrt zu einer
Begrenzung des Stroms, da dieser proportional
zur Anzahl der Ladungstrager ist. Bei hohen
Dotierungen ist der ,Malus“ einer Ladungstra-
gerverarmung daher geringer als bei kleineren
Dotierungen. Bei sehr hoch dotierten Ubergit-
tern sind daher Ladungstragerverarmung auch
fiir Randbedingungen, die ein Ladungstrigerre-
servoir modellieren, erlaubt.

Die Frage, ob auch eine Ladungstrigerverar-
mung zu stabilen Domé&nenzustdnden fithren

kann, ist auch experimentell relevant. Geht man
davon aus, daf} sich eine Hochfelddoméne bil-
det, die an einem Rand des Ubergitters sitzt,
so ist die Frage zwischen Ladungstragerverar-
mung und Ladungstrageransammlung gleichbe-
deutend mit der Frage, ob sich die Hochfeld-
doméne an der Anoden- oder an der Katho-
denseite des Ubergitters bildet. Durch die ho-
he Dotierung kénnen dann auch die Ergebnisse
aus [Hel90] erklart werden.

Die zusétzlichen stabilen Zustande, die parallel
zur weiterhin vorhandenen ,normalen“ Kennli-
nien existieren, gehéren zu mehreren, teilweise
miteinander verbundenen durchgehenden Kur-
ven, die in ihrem Aussehen allerdings weitestge-
hend der normalen Kennlinie dhneln. Es wurde
daher verzichtet, sie hier ebenfalls darzustellen.



Anhang D

Umskalierung der Variablen

Die Dynamik war durch eine Gleichung der Form N = f(N,U, Np) gegeben, wobei die Elektronen-
dichten in den einzelnen Quantentépfen und Energieniveaus an dieser Stelle mit dem Grofibuchstaben
N bezeichnet seien. Diese ,,physikalischen* Variablen sind fiir eine Untersuchung der Bifurkationspha-
nomene jedoch nicht sonderlich zweckméaBig.

Um die Technik der Zweigverfolgung anwenden zu kénnen oder allgemein jedes Verfahrens, das auf
der Bogenldngenparametrisierung basiert, miissen die verschiedenen Variablen in der gleichen Gréfien-
ordnung liegen.! Die Spannung U betrigt einige Volt, wihrend sinnvolle Werte fiir die Dotierung Np
und damit auch fiir die Besetzungsdichten N bis zu 10*® cm =2 betragen konnen.

Weiterhin ist es wenig sinnvoll, die Dotierung direkt als Kontrollparameter des Systems zu verwenden,
da der z. B. fiir Oszillationen interessante Bereich von grob abgeschéitzt 10'° cm ™3 bis 10'% cm ™3 dann
nur 1% des gesamten Variationsbereichs fiir diesen Parameter iiberstreichen wiirde.? Sinnvoll ist daher
nur ein logarithmischer Zusammenhang der Dotierung Np mit dem eigentlichen Kontrollparameter.

Als letzter Punkt sind noch numerische Probleme zu beachten, die bei der Auswertung der partiellen
Ableitungen von f, d.h., von A := %, entstehen kénnen. Viele Algorithmen verlangen die Bildung
von Produkten der Form []; 4;(;). Sind die Werte von A;; zu groB, wird es bei der Berechnung des
Produktes zu einem Bereichsiiberlauf kommen.? Da der Zusammenhang zwischen den Elektronen-
dichten N und eventuell einzufiithrenden neuen Variablen fiir die Elektronenkonzentration linear sein
mufB?, bleibt als einziger Ausweg eine Umskalierung der Zeit 7.

Sinnvoll sind also folgende neue Variablen, die zur Unterscheidung mit Kleinbuchstaben geschrieben
sind:

Np
np = logy, (Fo)
N = Np-n (D.1)
t AT

Eine Umskalierung der Spannung U ist nicht erforderlich, da diese bereits ,natiirlich® im Bereich
zwischen 0 und etwa 5 Volt liegt. Wihlt man z. B. Ny = 10'°, so ergeben sich fiir np Werte zwischen
0 und 3. Die Werte fiir n liegen zwischen 0 und 1, wobei deutliche Unterschiede fiir die verschiedenen

IDies gilt zumindest dann, wenn die Variablen als einheitenlos angesehen werden. Sind die Variablen noch mit Einheiten
versehen, so ist die Bestimmung der Bogenldnge sowieso nur dann moglich, wenn die verschiedenen Variablen durch
Division mit einer geeigneten Grofe alle auf die selbe Einheit (oder einheitenlos) gebracht wurden.

2Um z. B. eine Bifurkationen auf einen solch kleinen Bereich noch sicher zu erkennen, miifite man mit sehr hoher Auflésung
rechnen — auch fur die 99 %, bei denen es Verschwendung von Rechenzeit wire.

3 Auf giingigen Workstations sind nur Zahlen bis ungefihr 10310 darstellbar. Bei z. B. 80 Variablen bedeutet dies, da8l die
einzelnen Elemente von A durchschnittlich nicht gréBer als etwa 10 sein diirfen. Sind diese andererseits durchschnittlich
kleiner als 10~%, wird das Produkt zu 0 abgerundet. Der ,erlaubte* Bereich umfafit also etwa acht Zehnerpotenzen.

4 Ansonsten kénnten keine normalen Integrationsverfahren fiir gewthnliche Differentialgleichungen mehr benutzt werden.
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Energieniveaus bestehen; eine weitere Umskalierung wire moglich, wurde aber nicht durchgefiihrt®.
Zur Zeitskalierung wurde A = 10719 gewihlt.

Aus (D.1) ergibt sich direkt

1 .
. N
"TANp A
wobei n als ‘%— und N als 22 zu verstehen ist. Als néchstes sind die partiellen Ableitungen von f
umzurechnen®:

O _ O ONi ON; _ 1 ON;
on;  ON; ON; On; X ON;
on;g  On; ON; 1 0N,

U — 9N, OU  Np-x U

Bei der Berechnung der partiellen Ableitung nach der ,neuen“ Dotierungskonzentration ist zu be-
achten, daf} eine Verédnderung von np zweierlei Auswirkungen hat: Zum einen dndert sich direkt die
»physikalische* Dotierungskonzentration Np, zum anderen iiber (D.1) aber auch, bei festgehaltenem
n, die Elektronenkonzentrationen N. In gewisser Hinsicht ist dieses sogar physikalisch sinnvoller: Wird
die Dotierungskonzentrationen um einen gewissen Faktor gedndert, so werden sich in erster Naherung
die Elektronenkonzentrationen um den gleichen Faktor &ndern. Dies bedeutet, dafl elektrisch neutrale
Bereiche des Ubergitters weiterhin elektrisch neutral bleiben und da$ der Beginn einer Hochfelddo-
mane sich nicht verschiebt. Es ergibt sich:

on; 0 1 .
8’1’LD 8nD [ND-/\
1 0 1 . 1 8NZ
= _— _— .N
A Onp [ND} JrND X onp
In10 . 1 ON; ONp ON; ON;
- — 'Ni . LI L. J
ND~)\ +ND~)\ E)ND 8nD ZE)N] 8nD
_ 1o o1 o
N A Np 8ND

Weiterhin kann es unter Umsténden notwendig sein, auch andere Gréfien umzurechnen. Fiir diese gilt
dann (hier formuliert fiir die Stromdichte j = j(IN, Np,U)):

dj 0j ON; N 0j
on;  ON;, on; P ON;
aj 0j 8ND Z 0j .aNi
8nD 8ND 8’1’LD aNi 8nD

In10- Np - [ﬁJFZ”’
i

5Der Wert von X ist hierbei irrelevant. Er skaliert nur die N, die fiir die Bestimmung der Bogenlange gleichgiiltig sind.
Geeignete Werte fiir A ergeben sich aus der Tatsache, dafl typische Werte fiir die Elemente der Jacobi-Matrix bei etwa
1010 571 liegen.

6 Ableitungen nach Gréfen, die nicht umskaliert werden, transformieren sich genau wie die Ableitungen nach der Spannung
U
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o5 TN FT— oL
on X9 am — VpooN

o _ 17 eN

oU - Np-A 0oU

on  _ mlo |1 [ ON . ON 95 _ .Np - |21 .05
oo T A [ Ny, N+tgy, tn an onp = m10-Np [8Np+n N

Tabelle D.1: Zusammenstellung der Transformationsformeln zwischen den ,physikalischen* GroBen (GroB-
buchstaben) und den fiir die Zweigverfolgung verwendeten (Kleinbuchstaben); genauere Erlduterung siehe

Text.
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Anhang E

Anzahl notwendiger Energieniveaus

Das wihrend der gesamten Untersuchung ver-
wendete Modell fiir das Halbleitertiibergitter be-
trachtet genau zwei Energiebénder. Es stellt
sich nun die Frage, inwiefern bereits ein Ener-
gieband die Vorgange hinreichend beschreiben
kann oder ob die Hinzunahme weiterer Energie-
bénder zu einer Verbesserung fiihrt. Die zwei-
te Frage wurde bereits in [Sch95b, Anhang D]
behandelt und soll hier nicht weiter untersucht
werden. Die Frage, ob bereits ein Energieband
ausreichend ist, ist besonders deswegen relevant,
weil andere Modelle wie z. B. [Bon94] nur ein
Energieniveau betrachten.

Die Quantentépfe eines ,realen® Ubergitters be-
sitzen selbstverstdndlich mehr als nur ein gebun-
denes Energieniveau, die genaue Anzahl hingt
primdr von der Tiefe des Quantentopfes ab.
Jede Theorie, die nur ein Energieniveau be-
trachtet und nicht nur unvollstandige Ergebnis-
se liefern will, betrachtet daher in Wirklichkeit
nicht die Ladungsdichte im ersten Energieni-
veau, sondern die Gesamtladungsdichte p. Die
Ubergangsgleichungen fiir dieses , fiktive erste
Energieniveau enthalten also nicht nur die Ef-
fekte fiir das erste ,reale“ Energieniveau, son-
dern berticksichtigen auch die Effekte der end-
lichen Besetzung der hoher gelegenen Niveaus
und der Transportvorgidnge unter Mitwirkung
dieser Niveaus. Das Hauptproblem bei der Er-
stellung solcher Ubergangsgleichungen ist es,

zumindest naherungsweise aus anderen Groéflen
zu bestimmen, wie sich die Gesamtladungsdich-
te auf die einzelnen realen Energieniveaus ver-
teilt. Genau dieses soll nun durchgefiihrt wer-
den.

Angenommen, die Ladungsdichte im ersten
Energieniveau, d. h. genauer die Gesamtla-
dungsdichte p, sei fiir ein Modell mit nur ei-
nem Energieniveau bekannt. Dann kann ein sol-
ches Modell auf das in dieser Arbeit verwende-
te zuriickgefithrt werden, wenn es moglich ist,
die Gesamtladungsdichte eindeutig in die Beset-
zungsdichten n; und ns der beiden betrachteten
Energieniveaus aufzuspalten. Dieses ist selbst-
verstdndlich nicht allgemein moglich, so dafl hier
nur stationdre Zustande betrachtet werden sol-
len oder, mit anderen Worten, die Kennlinie.

Wir betrachten also die Gleichungen fiir die
Ubergangsraten aus dem Abschnitt 3.2, wobei
wir uns zuerst auf die fir n; beschranken wol-
len. Es soll der Ubersichtlichkeit halber folgende
Schreibweise gewahlt werden: Die Groflen im ge-
rade betrachteten Quantentopf werden mit kei-
nem weiteren Index versehen, wahrend die im
rechts angrenzenden Quantentopf ein + und die
im links angrenzenden ein — erhalten. Ferner
wollen wir eine ,,verniinftige“ Feldverteilung an-
nehmen, d. h. alle Feldstarken sind positiv oder
Null'. Die Gleichung fiir die Ubergangsrate lau-
tet dann:

Ny = % +ny Ri(F7) —m[R(FY) + X(—F )+ X(FY)] +n, Y(=F ") +nf Y (FT) (E.1)

Wie oben bereits vorausgesetzt, sei die Gesamt-
ladungsdichte p = ni+nq filir jeden Quantentopf
bekannt sei. Dann ist (bei bekannter angelegter
Spannung) fiir jeden Quantentopf (genauer: fiir
jede Barriere) auch die entsprechende Feldstér-

ke bekannt. Damit sind in Gleichung E.1 samt-
liche Koeffizienten wie Ry usw. bekannt, wenn
nur p bekannt ist. Im nédchsten Schritt wird n;
durch ny = p — ng eliminiert:

IDie grundlegenden Aussagen werden nicht verindert, wenn eine ,seltsame“ Feldverteilung vorliegt. Wie sich ergeben
wird, ist die Verteilung von p auf nj; und no nur in Sonderféllen nicht eindeutig, und genau die Aussagen fiir diese

Sonderfalle lassen sich dann nicht mehr so einfach formulieren.



124 ANHANG E. ANZAHL NOTWENDIGER ENERGIENIVEAUS

= "2 ) R(FT) — (o= ma) [Ra(F) + X(<F7) + X(F*)]

+ny Y(=F7) +nf Y (FT)

= ng % + R (FN 4+ X(—F )+ X(F")

+ny [~R1(F7)+ Y (—F7)]
+n Y (FT)

(E.2)

+p  Ri(F7) = p[Ri(FT) + X(=F7) + X(F7)]

Die Aufgabenstellung war die Bestimmung von
ng (und damit auch von nq), wenn p gegeben
und damit fest war. Fiir diese Aufgabenstellung
sind damit auch die Feldstiirken und die Uber-
gangskoeffizienten fest. Die Losung der Glei-
chung n; = 0 ergibt damit unmittelbar ein li-
neares Gleichungssystem fiir die drei Unbekann-
ten ny , no und ng:

O=a-ny, +b-ny+c-ng —d (E.3)

Im Vergleich mit (E.2) erkennt man, daf§ die
Konstante a Null werden kann, die Konstanten

d1 = b1 . nél) +cp- néQ)
di = a;i-n§V b+
dv = an 'néN_l) +bNn 'néN)

oder als Matrix geschrieben

b1 C1
(CLQ) b2 Co
(az) b3 ¢

(aN_Q) bn—2 N2
(an—-1) bn-1
(an)

Die Klammern um die a; sollen hierbei andeu-
ten, dafl diese Elemente, wie oben bereits er-
wahnt, eventuell Null sein konnen. Die anderen
Elemente der Matrix sind auf jeden Fall ungleich
Null.

Das Gleichungssystem (E.4) hat genau dann ei-
ne eindeutige Losung, wenn die Determinante
der Koeffizientenmatrix ungleich Null ist. Selbst
wenn diese Null sein sollte, so ist zu beriick-
sichtigen, da§ wir mit (E.1) nur eine Hélfte der
Ubergangsraten beriicksichtigt haben, nicht da-

b und c aber nicht. Dieses wird spater noch wich-
tig werden.

Die Gleichung (E.3) gilt in dieser Form nicht fiir
die beiden Randquantentopfe des Ubergitters.
Bei diesen sind entweder nj oder n, ,virtuel-
le“ Ladungsdichten in ,,virtuellen® Quantentop-
fen. In diesen waren die Elektronendichten fest
vorgegeben?, so da8 der entsprechende Term zu
einer Konstante wird und damit einfach in d
hineingezogen werden kann. Die vollstdndigen
Gleichungen fiir ein Ubergitter aus N Quanten-
topfen lauten dann

AT fir2<i<N-—1

nél) di
ngQ) d2
né?’) d3
| = (E4)
ngN72) dy_s
CN—1 néNfl) dn—1
bN néN) dN

gegen die fiir no. Diese enthalten eine Reihe an-
derer Ubergangskoeffizienten (R2 und X). Nur
wenn beide Koeflizientenmatrizen singular sein
sollten, gibt es keine eindeutig bestimmte Lo6-
sung. Dieses ist also als extremer Sonderfall an-
zusehen.

Selbst wenn es keine eindeutig bestimmte Lo-
sung gabe, wie sihe dann die Losungsgesamt-
heit aus? Die einzelnen Losungen unterschei-
den sich durch eine Losung des homogen Glei-
chungssystems zu (E.4). Diese Losungen bilden

+ _

2Auch beim Duplizieren der Elektronendichten 148t sich die Gleichung vereinfachen. Da dann ny = ng bzw. ny, = ng
ist, kann der Koeffizient ¢ bzw. a einfach zu b addiert werden, so dal auch in diesem Fall die Besetzungsdichte in den
virtuellen ,,Quantentopfen“ wegfallt. Weiterhin konnte sich jetzt der Sonderfall ergeben, dafl sich bei der Addition des
betreffenden Koeffizienten zu b Null ergibt; dieses wiirde die Gleichung aber noch einfacher machen, da dann ein weiterer

Term wegfallt.



dann einen mindestens eindimensionalen Unter-
raum, es ist also insbesondere nicht méglich, daf3
nur irgendwelche diskreten Werte Losungen wé-
(4)
2

ren. Mindestens ein n;,’ muf} sich kontinuierlich

verdndern®.

Man gehe im folgenden in Gleichung (E.4) in die
i-te Zeile des homogenen Gleichungssystems:

di = a; - ngfl) +b; - ng) +ci- ngﬂ) (E.5)

Da sich ng) andert und b; ungleich Null ist,
(E.5) aber weiterhin giiltig sein muf}; miissen
sich néi_l) oder néiH) oder beide éndern. Eine
genauere Aussage kann durch Betrachtung der
dariiberliegenden Zeile erreicht werden:

—1) +eiy - ngz)

(E.6)
Auch ¢;_1 ist ungleich Null, also miissen sich
ng*l) oder oder ngfz) oder beide dndern. Im
ersten Fall sei j =i — 1, ansonsten sei j = ¢ — 2.

Dann gehe man in die folgende Zeile:

di—1 = a;—1- néi’z) +bi—1- néﬁ

djfl =aj_1- néJ—Q) + bjfl . néj—l) + i1 né])

(E.7)
Mit der gleichen Argumentation wie fiir (E.6)
folgert man aus (E.7), daf wieder einer der bei-
den anderen in der Gleichung vertretenen nd)
sich ebenfalls &ndern muf.

Die Variation eines einzigen ngi) fiihrt also dazu,
daf in Richtung kleiner werdender Indizes min-
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destens jeder zweiter Wert sich ebenfalls veran-
dern muf. In Richtung steigender Indizes kon-
nen sich die Werte ebenfalls verdndern, miissen
es aber nicht unbedingt tun.

Es sei noch der Rand des Ubergitters betrach-
tet. Fiir den Rand lautete die Gleichung;:

dy =by - ’I’Lgl) +cq - ngQ)

Sobald sich also eine der beiden Elektronen-
dichten ng) oder nf) andert, was auf Grund
der vorherigen Uberlegungen garantiert ist, muf}
sich auch die andere &ndern. Gibt es keine ein-
deutige LoOsung, miissen sich also mindestens
ng) und nf) dndern?.

Als Ergebnis 148t sich also feststellen, daf3 bis
auf Sonderfalle fur die Berechnung der statio-
nédren Zustande die Betrachtung eines Energie-
niveaus ausreichend ist. Die Sonderfalle fithren
zu physikalisch absurdem Verhalten, bei dem in
einem grofien Teil des Ubergitters sich die Ver-
teilung der Elektronen auf die einzelnen Ener-
giebander kontinuierlich verdndern darf. Die Be-
dingungen fiir das Auftreten von Sonderféllen
sind derart, dafl zu vermuten ist, dafl diese nie-
mals auftreten. Dies hiangt allerdings von der ex-
akten Form der Ubergangskoeffizienten im An-
hang G ab, die im verwendeten Modell bei wei-
tem zu kompliziert ist, um in diesem Zusam-
menhang definitive Ergebnisse bekommen zu
konnen.

3Dies bedeutet insbesondere, daf auch physikalisch sinnlose Zustinde wie zum Beispiel solche mit negativer Elektronen-

dichte Losungen sein miifiten

4Womit gleichzeitig der Fall abgehandelt wire, daf bereits in Gleichung (E.5) i = 1 oder i = 2 ist.
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Anhang F

Numerik und Programme

In dieser Arbeit wurde das Verhalten von Halbleiteriibergittern primér mit den Methoden der nicht-
linearen Dynamik untersucht. Kernstiick war dabei die Untersuchung lokaler Bifurkationen. Solche
Untersuchungen werden jedoch meistens nur an ,einfachen® Systemen' durchgefiihrt, d. h. an Sy-
stemen, in denen die Dynamik einer kleinen Zahl von Variablen durch einfache Ratengleichungen
bestimmt wird. Beides ist hier nicht mehr gegeben.

F.1 Numerische Genauigkeit

Bereits die dynamischen Gleichungen sind re-
lativ kompliziert, was nicht nur Auswirkungen
auf die zur Auswertung notwendige Rechenzeit
hat. Auch die Rechengenauigkeit wird zu einem
begrenzenden Faktor. Dies beruht darauf, daf3
die Veranderung der Elektronendichten in den
Quantentopfen durch die Differenz der zu- und
der abflieBenden Elektronen gegeben ist. Zum
einen sind Hin- und Riickrate fiir das resonante
Tunneln in der gleichen Gréflenordnung, zum
anderen wird der grofite Teil der Elektronen
durch den betrachteten Quantentopf hindurch-
flielen, ohne dafl sich die Anzahl der Elektro-
nen im Quantentopf verdndert. Endeffekt ist,
daB h,(;) deutlich kleiner als die beteiligten Teil-
raten ist. Besonders einsichtig ist dies fiir den
stationaren Fall, wo sich die Elektronendichten
nicht mehr verdndern, sehr wohl aber ein Teil-
chenstrom flieBt.?

Es seien hier einmal exemplarisch die Trans-
portraten fiir zwei Falle aufgefiihrt. Die Nota-
tion ist die aus Abbildung 3.4 (Seite 18). Beim
ersten Fall handelt es sich um eine Oszillation
(Np =2-10' ¢cm™3). Die Teilraten sind dort:

AW = 761178-10%0 cm 37!
R = 110215-10* cm 357!
RUTY = 1101581027 cm 357!

XM = 3,80998-10% cm 357!
XD = 401135-10% cm ™35!
Y = 989034-10% cm 37!
Y = 111042 10% cm 37!
A = 6,04420-10% cm s

Die sich ergebende Rate hgl) ist also um et-
wa einen Faktor 100 kleiner als die Raten der
beteiligten Transportprozesse. Bei Oszillatio-
nen betrigt der Genauigkeitsverlust durch die
Addition bzw. Subtraktion der Teilraten etwa
zwei Stellen und ist damit nicht weiter kri-
tisch. Im Bereich ausgebildeter Aste (Np =
6,7 107 cm™3) ist dies anders. Dort lauten die
Teilraten:

AD = 236163102 cm 357!
R 2,17750 - 102 cm ™3™
R = 217750 10% cm 357!
XY = 1,20082-10% cm ™35~}
XD = 122569 10% cm 357!
v, = 1,20082-10%® cm 357!
v = 4,38733.10% cm ¥ s

1Eines der ,,wunderlichen“ Ergebnisse der nichtlinearen Dynamik ist bekanntlich, dafl auch ,einfache“ Systeme ein sehr

komplexes Verhalten zeigen konnen.

2Ein Ubergitter mit angelegter externer Spannung ist ein dynamisches System fernab vom thermodynamischen Gleich-
gewicht. Folgerichtig darf man nicht erwarten, dafl etwa detailiertes Gleichgewicht gilt.
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Der sich ergebende Wert fiir hgl) sollte wegen
der vorausgesetzten Stationaritat 0 sein. Prak-
tisch mufl man selbstverstandlich eine Abbruch-
bedingung vorgeben, die im vorliegenden Fall zu
1017 em™3s~! gewiihlt wurde. Dies bedeutet,
daB die Teilraten um 10'° grofer sind als die
erlaubte effektive Rate. Bei der abschlieSenden
Berechnung der effektiven Rate ng’) entsteht al-
so ein Genauigkeitsverlust von bis zu zehn Stel-
len — zusétzlich zu den Rundungsfehlern, die be-
reits bei der ebenfalls nicht trivialen Berechnung
der Teilraten aufgetreten sind.

Eine 8 Byte lange FlieBkommazahl (,double®)
besitzt eine Genauigkeit von etwa 15 bis 16 Stel-
len. Von diesen bleiben unter Umstanden also
effektiv nur fiinf Stellen iibrig. Fiir einige Be-
rechnungen ist dieses deutlich zu wenig, so dafl
ein Ausweichen auf langere Datentypen notwen-
dig ist. In diesen Féllen wurden die Berechnun-
gen auf einem IBM-kompatiblen PC durchge-
fiihrt. Dessen numerischer Koprozessor rechnet
intern immer mit einer Datenlinge von zehn
Byte, so dafi diese zusétzliche Genauigkeit nur
noch ebenfalls in den Speicher geschrieben muf.
Auf diese Weise bekommt man etwa vier Stellen

F.2 Anzahl der Variablen

Fiir viele Aufgaben aus der linearen Algebra
gibt es eine Auswahl unter verschiedenen Algo-
rithmen. Ein gewichtiger Bestandteil der Ent-
scheidung ist die Gro8e (Anzahl der Variablen)
der beteiligten Vektoren und Matrizen. Fir die
Berechnung der Determinante einer kleinen Ma-
trix mag das direkte Aufstellen aller Permuta-
tionen der Indizes sinnvoll sein. Bei 80 Varia-
blen, wie es bei N = 40 Quantentopfen der
Fall ist, ist es solches Unterfangen jedoch nicht
nur wegen der sich anhiufenden Rundungsfeh-
ler sinnlos, sondern auch, weil die benotigte Re-
chenzeit ins Unermefiliche steigt. Leider haben
die Verfahren, die auch fiir grofle Matrizen an-
wendbar sind, meist den Nachteil, dafl sie sehr
komplex sind. Sie werden daher in den meistens
Programmen nicht verwendet.

Ahnliches gilt auch fiir das Bestimmen von Null-
stellen, einem der Kernprobleme bei jeder Un-

ANHANG F. NUMERIK UND PROGRAMME

zusatzliche Genauigkeit praktisch ,geschenkt,
die nutzbare Genauigkeit hat sich also beinahe
verdoppelt.

Ben6tigt man noch héhere Genauigkeit — dies
war im Rahmen dieser Arbeit nur flir einige
wenige Kontrollrechnungen der Fall — so muf}
auf Workstations (zum Beispiel SUNs ab SunOS
5.4) ausgewichen werden, die softwareseitig 16
Byte lange FlieSkommazahlen (,,1ong double®)
bearbeiten koénnen. Dies ist jedoch mit einem
Geschwindigkeitseinbruch verbunden. Ein Pen-
tium ist bei Berechnungen mit acht Byte langen
FlieBkommazahlen um etwa 40 % langsamer als
die Referenzworkstation (siche weiter unten).
Wird die zusatzliche Genauigkeit des Kopro-
zessors genutzt, so verlangern sich die Berech-
nungen nur um etwa 20 %.3 Eine Sun-10 dage-
gen ist bei Verwendung von ,, long double® um
den Faktor 1000 langsamer als bei Verwendung
von ,doubles” (bei ,doubles“ ist sie etwa so
schnell wie die Referenzworkstation). Dement-
sprechend konnen auf einem PC durchaus um-
fangreichere Berechnungen in héherer Genauig-
keit ausgefithrt werden, wahrend dies auf einer
SUN nicht moglich ist.

tersuchung stationarer Zustéande. Hierzu wird
praktisch immer ein Newton-Raphson-Verfah-
ren verwendet. Ist die Anzahl der Variablen
nicht zu grof, so ist der Konvergenzbereich des
Verfahrens durch die Giiltigkeit der linearen Na-
herung um den Startpunkt begrenzt. Fiir eine
grofle Zahl von Variablen werden jedoch auch
die im Verfahren auftretenden Rundungsfehler
immer wichtiger und sind bei 80 Variablen meist
das begrenzende Element. Ein einfaches Verfah-
ren wie zum Beispiel das aus [Pre92] konver-
giert daher nur selten. Die Trennung zwischen
diesem Abschnitt und dem vorhergehenden ist
allerdings flielend. Auch bei guten Algorithmen
ist die Rechengenauigkeit wichtig. Bei Verwen-
dung von 8 Byte langen Fliefkommadatentypen
benoétigen sie deutlich bessere Startwerte oder
mehr Iterationsschritte, als wenn 10 Byte lange
Datentypen verwendet werden.

3Die Verlidngerung tritt genau dann ein, wenn Algorithmen die gleiche Anzahl von Iterationsschritte benétigen wie vorher.
Manche Algorithmen passen sich an die Rechengenauigkeit an und fithren mehr Iterationsschritte aus, um die zuséatzliche
Genauigkeit voll auszuschopfen. In diesem Fall ist das dann erhaltene Ergebnis genauer als nur durch die zusétzliche
Auflésung der Flielkommazahlen erklarbar wére. Andererseits kann die zusétzliche Genauigkeit aber auch dazu fithren,
dafl Algorithmen schneller konvergieren oder einen grofferen Konvergenzradius haben. Bei gewissen Problemen kehrt
sich der Geschwindigkeitsnachteil eines Pentium gegeniiber einer Workstation daher in einen Geschwindigkeitsvorteil bis
zu einem Faktor 5 um, wenn interne Parameter der Berechnung so angepaflt werden, daf3 der hohere Konvergenzradius

auch ausgenutzt wird.
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F.3 Verwendete Programme

Fiir die Durchfiihrung von Simulationen wur-
den selbstgeschriebene Programme benutzt, de-
ren Integrationsroutine auf der aus [Hei92] be-
ruht. Die benotigte Genauigkeit beim Integrati-
onsvorgang hiangt davon ab, ob es sich um eine
Ostzillation oder um die Umgebung eines Fix-
punktes handelt. Bei der Bestimmung eines sta-
bilen Grenzzyklus, d. h. bei einer selbsterregten
ungeddmpften Oszillation, sind kleine Abwei-
chungen der numerisch bestimmten Trajektorie
vom ,richtigen“ Orbit unproblematisch. Ebenso
sind die Genauigkeitsanforderungen bei der Be-
rechnung des Einschwingverhaltens eher gering.
Wichtig ist primér, dafl bei Multistabilitat der
,richtige* Attraktor angelaufen wird.

Bei der Bestimmung stationdrer Zustéande sind
die Genauigkeitsanforderungen deutlich héher.
Die Position des stationdren Zustandes muf} so
genau gefunden werden, dafl die vorgegebene
Abbruchbedingung fiir die Verdnderungen der
Elektronendichten erfiillt werden kann. Ist die
Genauigkeit des Integrationsalgorithmus nicht
ausreichend, so wiirde das System in der Néhe
des Fixpunktes quasi zuféllig ,,herumirren®, oh-
ne ihn jeweils zu erreichen. Wie Abschnitt F.1
aufgefiihrt wurde, sind typische Werte fiir hgz)
wahrend einer Oszillation etwa um den Fak-
tor 10° groBer als die Abbruchbedingung. Es ist
daher nicht sinnvoll, der Integrationsroutine in
beiden Fallen die gleiche Fehlergrenze vorzuge-
ben.

Dieses Problem wird dadurch gelost, dafi der
erlaubte Integrationsfehler in Abhéngigkeit von
den Elektronenraten h,(;) wahrend des Integra-
tionsvorganges angepaf3t wird. Durch diese An-
passung kann eine Geschwindigkeitssteigerung
um bis zu einen Faktor 10 gegeniiber einem fe-
sten erlaubten Fehler erreicht werden.

Die meisten Berechnungen in dieser Arbeit wur-
den mittels Zweigverfolgung durchgefiihrt. Dies
geschah fast immer mit dem Programm CAN-
DYS/QA [Feu92, Can95]. Durch die Verwal-
tung der berechneten Daten in Form eines Net-
zes, dessen Kanten Fixpunkte (bzw. Bifurkati-
on) und dessen Knoten Bifurkation (bzw. Bifur-
kationen mit hoherer Kodimension) sind, kann
der Zusammenhang zwischen verschiedenen Zu-
standen gut dargestellt werden. Um dieses Pro-
gramm auch fiir hochdimensionalen Probleme
einsetzen zu koénnen, mufiten einige Kriterien
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bei der Nullstellensuche nach Newton-Raphson
gelockert sowie die Eigenwertroutine durch die
aus [Pre92] ersetzt werden.

Die Phasendiagramme sowie die instabilen
Mannigfaltigkeiten wurden mittels des Pro-
gramms DsTool [Guc95] bestimmt. Hierbei han-
delt es sich um numerisch relativ anspruchslose
Verfahren, so dafl nur das Verfahren zur Null-
stellensuche ersetzt werden mufite. (Es wurde zu
diesem Zweck das aus CANDYS/QA {ibernom-
men. )

Fiir eine Berechnung (Abbildung 4.14) wurde
das Programm LOCBIF verwendet, das auch in
DsTool eingebunden werden kann. Es kann ei-
ne deutlich gréflere Zahl von Bifurkationstypen
als zum Beispiel CANDYS/QA verfolgen, dar-
unter auch welche, die im engeren Sinne keine
Bifurkation darstellen, wie zum Beispiel Punkte,
an denen zwei Eigenwerte gleich sind. Das Pro-
gramm ist allerdings fiir hochdimensionale Pro-
bleme denkbar ungeeignet. So mufite ein grofier
Teil der Algorithmen der linearen Algebra aus-
getauscht werden. Bei diesen handelte es sich
Verfahren, deren Abhéngigkeit von der Anzahl
der Elemente bis zu O(N®) gingen. Diese sind
nicht nur wegen der benétigten Rechenzeit in-
akzeptabel; durch die hohe Anzahl der in das
Ergebnis eingehenden Terme sind diese Algo-
rithmen sehr empfindlich gegen Rundungsfeh-
ler. Meistens gab es daher keinerlei Zusammen-
hang zwischen den Eingangsdaten der Algorith-
men und deren Ergebnissen.

Ahnliches gilt auch fiir die Bifurkationsfunktio-
nen, die das Herzstiick jedes Programms zur
Zweigverfolgung bilden. Diese mufiten komplett
neu geschrieben werden. Da die vorliegende Ar-
beit sich priméar mit der Untersuchung von
Halbleiteriibergittern und nicht mit der Erstel-
lung von Software zur Zweigverfolgung beschaf-
tigt, konnten die selbst geschriebenen Bifurkati-
onsfunktionen allerdings nicht weiter optimiert
werden. Zusatzlich benutzt DsTool zur Berech-
nung von partiellen Ableitungen, auch denen
von Bifurkationsfunktionen, ein Differenzenver-
fahren?. Bei der Verfolgung von Bifurkations-
punkten ist DsTool daher um einen Faktor 100
langsamer als CANDYS/QA. DsTool wurde da-
her nur eingesetzt, wenn der betreffende Bifur-
kationstyp von CANDYS/QA nicht unterstiitzt
wird.

4Ein Differenzenverfahren benétigt einen Durchlauf pro Variable. Dies ist besonders fiir dieses Modell sehr unpraktisch.
Der grofite Teil des Aufwandes bei der Berechnung der Ubergangsraten liegt in der Bestimmung der Ubergangskoeffizi-
enten. Dieser ist aber der gleiche wie bei der direkten ,,analytischen“ Berechnung der Jacobi-Matrix.
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F.4 Rechenzeit

Im folgenden angegebene Rechenzeiten werden
auf eine Referenzworkstation bezogen. Es han-
delt sich hierbei um eine IBM RS-6000/370.
Zum Vergleich: Eine Sun-10/40 ist ungefahr
gleich schnell, eine Cray X-MP besitzt eine un-
gefahr 150 % grofiere Rechenleistung.

Eine simulierte Kennlinie ben&tigt je nach Span-
nungsauflosung etwa ein bis zwei Stunden. Bei
durch Zweigverfolgung bestimmten durchgehen-
den Kennlinien hiangt der Rechenaufwand stark
von der Zahl und der Lange instabiler Aste ab.
Fiir die benotigte Rechenzeit ist priméar die Bo-
genlinge der Kennlinie relevant. Diese betrigt
bei einer Kennlinie mit voll ausgepriigten Asten
ein Vielfaches von der bei kleineren Dotierun-
gen. Bei voll ausgepragten Asten wird etwa die
gleiche Rechenzeit wie fiir eine Simulation be-
notigt, obwohl die Simulation deutlich weniger
Daten berechnet. Bei kleineren Dotierungen ist
die Berechnung der Kennlinie durch Zweigver-
folgung um mehr als einen Faktor 10 schneller
als die durch Simulation.

Extrem zeitaufwendig ist die Berechnung von
Ostzillationen, da jedesmal das Einschwingen ab-
gewartet werden mufl. Insbesondere bei ,,alten
Randbedingungen steigt sowohl die Perioden-
dauer der Oszillation als auch die Dauer des
Einschwingverhaltens stark an. So benétigte al-
lein die Abbildung 7.4 eine Rechenzeit von et-
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wa 1500 Stunden. Ahnliches gilt, wenn statt der
Simulation direkt Grenzzyklen, die dann auch
instabil sein konnen, bestimmt werden. Hier-
fiir muB die Jacobi-Matrix entlang des Grenz-
zyklus aufintegriert® werden. Deswegen dauert
jeder einzelne Schritte etwa 1 Stunde, bei linge-
ren Periodendauern wie zum Beispiel bei ,,alten®
Randbedingungen auch bis zu 10 Stunden.

Es wird aus zwei Griinden keine , Gesamtver-
brauch“ an Rechenzeit angegeben: Zum einen
kann diese Zahl nur sehr grob geschatzt wer-
den, da auf den meisten Maschinen die ver-
brauchte Rechenzeit nicht erfafit wird. Zum an-
deren wurde der grofite Teil der gesamten Re-
chenzeit fiir einige wenige Berechnungen ver-
wendet, bei denen man sicherlich fragen kann,
ob der Einsatz an Rechenzeit gerechtfertigt ist.
Man muf} aber bedenken, daf} es viel Rechenzeit
kostet, interessante Phanomene im Parameter-
und Phasenraum aufzuspiiren. Rechenzeit, die
nicht zur Entdeckung solcher Phanomeme fiihr-
te, mufl man als Verlust ,verbuchen“. Es war
aber selbstverstandlich notwendig, diese Be-
rechnungen durchzufiihren, da man vorher nicht
das Ergebnis kennt. So benotigten die Abbil-
dungen im Abschnitt 6.1 nur einige Stunden Re-
chenzeit, die Vorarbeiten — das Bestimmen des
relevanten Parameterbereichs — aber einige hun-
dert Stunden.

5Genauer gesagt muf die Jacobi-Matrix potenziert werden. Dies ist vergleichbar mit der Bestimmung der Floquet-Expo-

nenten.



Anhang G

ﬂbergangskoefﬁzienten

Der Vollstindigkeit halber sollen an dieser Stellen die exakten Ausdriicke fiir die Ubergangskoeffizien-
ten aus dem Kapitel 3 angegeben werden. Die Koeffizienten sind aus [Pre94a] iibernommen.

Die Koeflizienten R;(F') bzw. Ro(F') fiir Minibandleitung sind gegeben durch:
2 [Tm  F/F
) = 5 [T
© 14 (F/F)

Hierbei ist F = —2— die sogenannte kritische Feldstarke und Ay das Uberlappintegral der Wel-

€0dTmTe
lenfunktionen des k-ten Energieniveaus in den beiden benachbarten Quantentépfen. Letzteres hat

folgende Werte:

—r1(d+L/2) L k1L L
e K1 1 . R1
)\1 = 2C%%W |:]€1 cosh <T> tan <T) + K1 sinh (T)]
e—r2(d+L/2) koL ) KoL koL
P — 203%W |:I€2 cosh (T) — ko sinh (T) cot (T)}

Die Koeffizienten fiir resonantes Tunneln sind gegeben durch:

¥ S(b-+by)+2b_by1* By —E_
b_ — b4 2mh
v o [Stotbi)+2 > By -E_
b_ — by 2mh
Die verwendeten Abkiirzungen lauten:
P P2
by = —— —
+ 5 TV T¢
B (By — By +6) (1—52) + (‘/112’ _ ‘/212/) S+ ViR
V2 —V2?S
Q _ V212’ 7 VQHS
V112/ _ ‘/'12/2’5
. E /24 (B —0/2)beS + bV 4+ V!
* 145648

Die dort vorkommenden Uberlappintegrale haben folgende Werte:

/ dF
V112 = (VO + %) arg,
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/ dF
V212 _ <—V —e—)ozR
2
edF
‘/211 — <_‘/O _ T) 7
1o edF
Vir = <V0+T)72
S = ar+am+ar
mit den Abkiirzungen
B 02 e(*2d+L)n1
" - 1 2/%1
B 02 e(—2d+L)f€2
12 o 2 2%2
—(kad+k1L/2) I I I
ap = 20102(3/{&%7 [kl cosh <%) tan( 12 ) + kg sinh (%)}
—(k1d+raL/2) I I
ap = 20102% [kl cosh (Kl ) — Kg sinh (%) cot <%>}
kappai L+kod ko L+k1d
oy = 01626 ppaiL+ked _ oral+tky (k1) (d4L/2)
R — K1
. 1 L 1 —1/2
c; = |:e 1L ( 4 m + — tan(le/Z))}
1 L 1 -1/
cg = |e "2t —+7+ cot(koL /2
’ { (l@ 2 sin® (kaL/2) = ko (ko L/ ))]

In den obigen Formeln wurde abweichend vom Rest dieser Arbeit die Breite der Quantentopfe mit L
bezeichnet. Die Ubergitterperiode, also die Summe aus der Breite eines Quantentopfs und einer Bar-
riere, wurde d benannt. § = edF’ ist die Verschiebung der Energieniveaus durch das lokale elektrische
Feld F.

Einzusetzen sind noch die Ausbreitungsvektoren k; = %\ /2m; E; (fir den Quantentopf) bzw. Damp-
fungskonstanten r; = ++/2m;(Vo — E;) (fiir die angrenzende Barriere) der beiden gebundenen Lsun-

gen. Diese miissen numerisch bestimmt werden, indem die Energien E; bestimmt werden, bei denen
die Stetigungsforderung fiir Heterostrukturen [Pre94a]

Kj = ZZ—? tan(kL/2)

erfiillt ist, die sich von der normalen Stetigkeitsanforderung durch das Verhéltnis der effektiven Massen
unterscheidet.



Anhang H

Daten der Berechnungen

Abb. U Np np « Fluk.
3.6 0,0-5,0 1,5

3.7 0,0-5,0 2,8

4.1(a) 0,5 0%

4.1(b) 1,0 0%

4.1(c) 1,5 0%

4.1(d) 2,0 0%

4.1(e) 2,35 0%

4.2 2,9 0%

4.3 2,9 0%

4.4 2,9 0%

4.5 3,8 2,9 0%

4.6 2,9 0%

4.7 1,0 5-10%6 0%

4.8 0,75 1,5 0%

4.9 5-10'6 0%

4.10 0%

4.11 0%

4.12(a) 3,5 2-1016 0%

4.12(b) 1,5 3-1016 0%

4.12(c) 1,5 5-1016 0%

4.14 0%

4.15 0%

4.16 1-1016 0%

417 3,8 1,5 0%

4.18 0%

4.19 1,0 0%

4.20 0%

4.21 1,0 0%

4.22 0%

4.23 0%

4.24 2,9 0%

4.25 2,348 2,9 0%

4.26 2,9 0%

4.27 2,9 0%

4.28 2,9 0%

4.29 2,9 0%

4.30 3,0 0%

5.2 2,34182 - 2,35349 2,9 1
5.3 2,9 2
5.4(a) 0,915022518 2,9 0% 2
5.4(b) 0,9148 2,9 10% 2
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Abb. U Np np o Fluk.
5.4(c) 0,9148 2,9 10% 2
5.5 2,8 8% 1
5.6 2,9 1
5.7 1
5.10 1
5.8, links 2,9 1
5.8, mitte 2,8 1
5.8, rechts 2,7 1
5.9, links 2,9 1
5.9, mitte 2,8 1
5.9, rechts 2,7 1
5.11(a) 12% 1
5.11(b) 12% 4
5.11(c) 12% 6
5.11(d) 12% 7
6.1 2,9 10% 1
6.2 2,9 10% 1
6.3 2,9 1
6.4 2,9 10% 1
6.5 2,9 0% 1
6.6 2,9 0% 1
6.7 2,9 1
6.8 2,9 1
6.9(a) 2,9 1
6.9(b) 2,9 0% 1
6.9(c) 2,9 1
6.9(d) 2,9 0% 1
6.10 2,9 1
6.11(a) 2,9 1
6.11(b) 2,9 9% 1
6.14(a) 2,9 9,04245% 1
6.14(b) 2,9 9,042462% 1
6.14(c) 2,9 9,04247% 1
6.15 2,0944318 2,9 9,042462% 1
6.16 2,9 9,042462% 1
6.17 2,9 1
6.18 2,9 14 % 1
6.19 2,9 14 % 1
6.20 2,9 14 % 1
6.21 1
6.22 1
6.23 2,3868 1
6.24 2,3868 1
6.26 2,33 17,5 % 1
6.27 2,33 17,5 % 1
6.28 2,002 2,33 17,5 % 1
7.1 2.10'6 0%

7.2 2.10'6 0%

7.3 1,0 0%

7.4 2.10% 0%

7.5 2.10% 0%

7.6 1,0 1,5 0%

7.7 2.10'6 0%

7.8 2.8 0%

7.9 0%

B.1 0,5 0 0%

B.2 0 0%

C.1 4,0 0%




Abb. U Np np « Fluk.
C.2 4,0 0%

Tabelle H.1: Exakte Daten der Berechnungen fiir die verschiede-
nen Abbildungen. ,Fluk.“ gibt die Nummer der Realisierung der
Fluktuationen an, np ist auf Seite 119 definiert.

+1 +2 +3 +4 +5

0 | +0,936142 —0,866539 —0,0434378 +0,819069  —0,296615

5 | +0,865067 +0,308872 —0,95786  +0,0244097 —0,595962
10 | +0,879954 —0,591835 —0,242342  +0,586228  —0,423598
15 | —0,465687 —0,286355 —0,743253  +0,406596  +0,474827
20 | +0,605042 +0,830462 +0,0227633 +0,524115  —0,0872372
25 | —0,057876 —0,400899 +0,225119  —0,853238  —0,00362927
30 | —0,560825 —0,917096 +0,120832  +0,395737  +0,901973
35 | +0,833217 +0,260804 +0,210844  +0,875357  —0,714786

Tabelle H.2: Normierte Fluktuationen fiir die Realisierung 1 (,Standardrealisierung").
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1 2 3 +4 +5
0 |00 00 00 00 00
5100 00 00 00 00
1000 00 00 00 00
15100 00 00 00 1,0
2000 00 00 00 00
25100 00 00 00 00
3000 00 00 00 00
35100 00 00 00 00

Tabelle H.3: Normierte Fluktuationen fiir die Realisierung 2.

1 2 3 +4 +5

0 | —0,7068  —0,473982 —0,0704654 +0,764672 —0,62663

5 | +0,865073 +0,728941 +0,101892  —0,131348  —0,626173
10 | —0,747873 —0,55129  +0,566449  +0,170055  —0,173973
15 | 40,710723  +0,293483 +0,991452  +0,272798  —0,0282634
20 | —0,358087 —0,118153 +0,457988  —0,481902  +0,372265
25 | —0,470352 +0,446735 —0,762089  —0,360843  +0,337826
30 | +0,394595 —0,228634 —0,548835  —0,0942771 —0,684055
35 | +0,34623  +0,307642 —0,838037  +0,406451  —0,396039

Tabelle H.4: Normierte Fluktuationen fiir die Realisierung 4.

+1 +2 +3 +4 +5
0 | +0,0246972 —0,738236 +0,417337 +0,634606 —0,71217
5 | —0,278348  +0,561903 +0,744417 —0,613879 +0,936042

10 | —0,147552  +40,362828 —0,157157 —0,720546 +0,710416
15 | +0,619223  —0,6383 —0,122326 —0,880627 +0,862695
20 | +0,685764  +0,770533 —0,881519 +0,725448 +0,258207

25 | —0,648086  +0,0290125  +0,18607  +0,830846 —0,833702
30 | +0,54049 +0,00892775 —0,568183 +0,742135 +0,799399
35 | —0,506282  —0,364789 +0,700417  +0,176976 —0,159355

Tabelle H.5: Normierte Fluktuationen fiir die Realisierung 6.

1 2 3 +4 15
0 | +0,764478  +0,606861 10,00778312  —0,983954  +0,222996
5 | +0,870308  +0,808331 1+0,501767  —0,411232  +0,400809
10 | —0,859965  —0,306265 ~0,936468  +0,0382501 —0,466728
15 | —0,0722249 —0,348991 ~0,923974  —0,48468  —0,771004
20 | +0,0934742 —0,863781 ~0,994303  —0,0725615 —0,0226838
25 | —0,654556  —0,000787315 —0,26547 —0,971405  —0,734324
30 | —0,461664  +0,0316007  +0,88491 ~0,36467  —0,00716537
35 | —0,320504  +0,161428 —0,466008  —0,801841  +0,0297467

Tabelle H.6: Normierte Fluktuationen fiir die Realisierung 7.
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Legende

Zeichen in Abbildungen

Ein variierter Parameter
(Bifurkationsdiagramm)

Stabiler Fixpunkt —_
Instabiler Fixpunkt —  --en
Oszillation (Grenzzyklus) — -——---
Sattel-Knoten-Bifurkation o
Hopf-Bifurkation +
Transkritische Bifurkation O

Wichtige Grofien

U Spannung
Np  Dotierungskonzentration
Q@ Storungsgrad

F@  Feldstarke iiber der i-ten Barriere

n, Elektronendichten im i-ten Quantentopf

Zwei variierte Parameter
(,,Phasendiagramm®)

Hopf-Bifurkation
Cusp-Punkt

Sattel-Knoten-Bifurkation

Takens-Bogdanov-Punkt

(Seite 20)
(Seite 20, meistens 7,9 - 1017 cm—3)
(Seite 55)
(Seite 17)
(Seite 17)
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Mit Methoden der nichtlinearen Dynamik wird das Verhalten eines einfachen mikrosko-
pischen Modells fiir den vertikalen Ladungstransport in Halbleiter-Ubergittern unter-
sucht. Durch Bestimmung der relevanten Bifurkationen wird die auftretende Struktur-
bildung in Form von multistabilen Felddomanen und Grenzzyklusoszillationen erklart.
Weiterhin werden raumliche Dotierungsfluktuationen berticksichtigt und die daraus fol-
genden Veranderungen der Kennlinie und des oszillatorischen Regimes bestimmt.



